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环，子环  

1. 环的特征、环元素的左逆和右逆  

环 是零环当且仅当 ，意思是恒等元等于零元.

可在环 中定义“整数”，也就是映射 ， ，其中 定义为 （ ）， 定

义为 .
个

个

：若 中 ，则定义 ，其他情况定义 （即：
用于描述 作为加法群元素的阶数）

是 中元素阶的上界（且有整除关系）（只需验证 .）

，则 ， 当且仅当 ； ， 当且仅当 .

【remark】事实上这暗示了任何环 里都有一个子环 或者是 （同构意义下），且以后会发现这是 生成的

子环从而是 的最小子环（因为环必须要包含恒等元）

【关于特征的一个例题】 是非零交换环且 对任何环中元素都成立，则环 的特征为 .

左逆、右逆

若既有左逆，也有右逆，则左逆、右逆均唯一，且左逆=右逆. 此时称该环元素可逆.称环中的乘法可逆元为环的
单位. 环的全体单位在环乘法下构成乘法群，称为环的单位群.
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若为交换环，则： 有单边逆 可逆.

有左逆无右逆的例子： 上无限维线性空间 上的全体线性变换 . 考虑 ， 将基向量 送到 ，

送到 ， 送到 ， ，则，显然 有无限多个左逆. 因此 没有右逆，否则， 就既有左逆也有右逆从而可

逆了，可逆时逆唯一，这与有无限多个左逆矛盾.

这不是偶然，而是必然成立，一般地，若 有左逆，则以下等价：

没有右逆

不可逆

是右零因子

有至少 个左逆

有无限多个左逆

证明：① ②由以上事实显然，② ③，设 的左逆为 ，则 ，考虑 ，则

，又因为 ，所以 ，所以 是零因子.

③  ④，注意到：若 是一个左逆，则 也会是一个左逆. 具体直接代入验证即可.

④  ⑤，这是真正困难的问题，假设只有 个不同的左逆元 ，所以可对 考虑 ，则

这也是左逆，此时 为均为左逆. 但是已经假设了只有 个不同左逆，所以以上必有重复.
分两种情况：

① ，则此时 ，所以 既有左逆又有右逆，这与有 个左逆矛盾.

②存在 ，使得 ，则此时 ，同时左乘以（例如） 可得
，这与 矛盾.

（这一过程称为Kaplansky定理）

⑤  ①，反证法，如果有右逆则此时 是单位，这与有无限多个右逆矛盾.

2. 一些重要概念  

单位群， . 例如 ， .

.

除环. 若 中非零元均可逆，也就是 的底集就是 ，则称环 是除环.

交换除环称为域.

最经典的不是除环，但是是域的例子：Hamilton's quaternion algebra

，其上的加法为四维实线性空间的加法，乘法按照一些给定的公式来计

算.

这是一个除环，因为 ， ，其中 类似于复共轭， 类似于复数模.

（*）四元数的表示：①标量-矢量表示：

②矩阵表示. 嵌入 .

满足 .（用四元数的矩阵表示很容易计算）

整环：没有非平凡的零因子的环称为整环. 即在整环 中， 给出 或 .

交换整环称为整区.

除环必然是整环，域必然是整区.

【经典例子】 是整区当且仅当 是素数，事实上这时候是域（有限整区必为域），在域论中叫做 元域，是有

限域中最重要的一个例子.

有限整环必然是除环，有限除环必然为域（即必然交换），所以有限整环必然是域.（Wedderburn’s little 
theorem）
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Gauss整数环 是 的子环. 还有类似的子环如 和 .

【注意】

事实上 是 中由 生成的子环.（ 中元素均为 的整系数多项式，反之任何 的整系数多项式都是 中元素）

是一个环， 是 的子环.

事实： 是交换环、整环、整区当且仅当 是交换环、整环、整区.

中的单位对应的零次多项式（即 作为常数多项式）.
是环. 是那些行列式等于 中元素的矩阵.

子环的概念. 就是加法子群+子含幺半群.
的最小子环是 . 这个环，事实上与 或 同构（作为环），其中 是 的特征

的最小子环是 ，特别地， 的唯一子环是
，其中 是 的子环， 作为环.

任何多个子环的交仍是子环. 
【子环（外显定义）】 是 的子集，称 是由 生成的子环，如果 是包含 的最小子环，也有显示的表达式：

 根据这个外显的定义可以看出， 中由 生成的子环就是 .

理想，商环  

1. 基本概念  

称 是 的理想，如果 是 的加法子群，而且 对乘法满足左右吸收律.

商环，如果 是 的理想，则加法商群 在自然的乘法下具有环结构.

平凡理想： 总是 的理想， 也总是 的理想，这两个理想是平凡理想.

【命题】若 是 的理想且 含有 中的单位元（更一般地，含有 中的单边可逆元），则 整个 .

这是因为一旦有单边逆，则 将恒等元 吸进来， 又将整个 吸进来.

特别地：

若加法子群 既是子环也是理想，则

若理想 含有恒等元，则
除环只有平凡理想，特别地，域只有平凡理想

【注！】只有平凡理想的环未必是除环，例如 ，我们在作业中证明了 的理想和 的理想是一个

一一对应，特别地，若 是除环，则 也只有平凡理想，但是当 时 必然不再是除环.
但是，有如下命题：

【命题】只有平凡理想的非零交换环一定是域 ，非零交换环是域当且仅当只有平凡理想.

【证明】设非零交换环 只有平凡理想，只需证明 的所有非零元都可逆. 考虑 ， ，考虑 生成的主理

想 ，因为 只有平凡理想且 包含非零元素 ，从而 ，所以存在 使得 ，所以 可逆，所

以 是域.

【命题】商环的子环和理想.

的子环，一一对应于 中含 的子环

的理想，一一对应于 中含 的理想

【remark】用环同态理解：此处的一一对应对应着商同态的像或商同态的拉回.

【例子】高斯整数环 可以实现为 ，所以 中含有 的理想一一对应于高斯整数环 的

理想. 因为 是ED（Euclidean Domain），所以是PID，所以其所有理想都是主理想，因此具有 的形式，

. 因此， 的理想是 的商同态拉回. ，商同态拉回后为
.

【例子】 的理想： 的加法子群只有 ，这些都是理想（容易验证），所以这是 的全部理想.
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的加法子群只有 ，其中 是 的因子. 这些也都是理想，所以这就是 的全部理想.

2. 理想的运算  

【重要】理想的运算. 设 是环， 是 的理想.

交. 任意多个理想的交仍然是理想. 例如考虑整数环 ，则 ，仍然是理想.

和. 任意多个理想的和仍是理想. 例如 的理想， ，仍然是理想.

（这里的等式用bezout引理即可得到）

积. 任意多个理想的积仍是理想. 在此之前先讨论什么是理想的积.

如果不补充有限和，那么这将不是加法子群从而不是理想.

立刻可以验证有结合律，同时理想还具有加乘分配率：

.

观察，是不是总是有 ？ 答案是肯定的.（看定义，然后由吸收律显然）

互素：称 互素，如果 . 

若理想 和理想 都互素，则 和 互素.
若 是交换环， 两两互素，则它们的积与交一样： .

由子集 生成的理想：含 的子集 的最小理想. 也有外延定义：

比较复杂.

通常在交换环中考虑由子集生成的理想.

的 倍数

称一个元素生成的理想为主理想.

【命题】若 是交换环，则 当且仅当 . 这一事实与后面讨论UFD时的事实“主理想与相伴类一一对
应”有关.

【例子】用主理想表示两个平凡理想： 和 .

【例子】域 上一元多项式环：

断言：域 上一元多项式环的理想都是主理想. 设 是 的理想，则存在 中次数最低的首 多项式 ，

对 中的任何元素 ，存在唯一的 使得 ，其中 . 
因为 是 中次数最低的首 多项式，所以 ，所以 ，所以

关于域上的一元多项式环，有以下常用引理，在此复习：

，则 . 由此可知 是整区，从而 有分式域，一般记为

，该域通常称为 上的有理函数域.
给定 中的两个多项式 ，其中 ，则存在 ，使得 且

.
【重要的计算公式】交换环中理想的运算（只要考虑整数的情形就不难想明白）：
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【一个例子】 的数论.

.

， .

可以验证这些不是主理想. （取范数可注意到事实： 均不能写成两个非单位元的乘积），所以在当时

称为ideal number

研究它需要用到一个函数 ，特别是它的乘性，由此可知 的单位元只有 ，等等.

环同态  

1. 基本概念  

环同态的定义：保加，保乘，保恒等元. （是加法群同态且是含幺半群同态）

【remark】保恒等元不能去掉. 由保乘法并不能直接推出 ，例如，假设  for all ，则
显然也满足保乘，但是并不保恒等元.

嵌入同态： 是 的子环， ， 是一个单同态.

商同态： 是 的理想， 是一个满同态.

【定理】环同态基本定理. 是环同态. 定义 （与 作为加法

群同态的核的底集相同）

不仅是 的加法子群，还是 的理想.
是 的子环.

同态基本定理： 诱导环同构 ， .  即 作为环.
，因为总是有平凡群同态. 但是这个结论对于环并不成立，这主要是因为环同态把恒等元映

射为恒等元，但是在不同的环里面恒等元作为加法群元素的阶可能是完全不一样的. 有一些 是只
有平凡群同态的，而平凡群同态通常都不可能还是环同态.例如：

如果要考虑 到 是否有环同态，则先考虑是否有加法群同态，即 .

假设存在 是环同态，因为 ，但是 ，所以

，所以 ，这与 是环同态矛盾.

根据上面的推导过程可以看出 只能是平凡群同态，这就导致不可能是环同态

2. 典型的例子  

【例】用同态基本定理证明， 中 只能是 或者 .

注意 可以实现为同态 ， 的像. 而 ，所以根据同态基本定理可

知 或 .

【例】域上的一元多项式环 . 其上的赋值同态.

考虑 ，以及 处的赋值映射 . 则，这是一个环同态且是满同态（这是因为
，其中第一个 指的是 中常数多项式 ）

而

（ 生成的主理想）

根据同态基本定理：

【例】 ， . 
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，

（ 生成的主理想）

由同态基本定理， ，这是从 造出 的方法.

【例】一般情况： . .

，用 除 ，则 使得 ，所以 . 且
.

事实上：商环元素和次数小于 的余式是一一对应.

观察 可以看成 的子环，这是因为 是一个单同态，商环中的 相当于 元
素嵌入.

记 （ 在商同态下的像），则商环元素 形如：

其中 实际上是 ，但是我们已经将它看成子环 中的元素，因此将\bar 去掉了.

而 . 因此可以认为 是在 上增加了一个数字 ，这个数字

满足的条件是 .

【remark】以上是域扩张的基本想法.

【remark】 是域，当且仅当 是 中不可约多项式.

当且仅当 是 中不可约多项式.

若 且 是 中不可约多项式，则方程 在 上没有根，但是在更大的域
上有根 ，其中 .

【remark】我们得到了两个结果： 是域当且仅当 是素数， 是域当且仅当 是不可约多项
式，事实上这两个结果可以用极大理想的语言统一. 即：群同态 的像是域  的核是极大理想，特别地， 是域

是极大理想.

【例】 是环同态，则 诱导了环同态 .

例如 诱导了  满.

这里 . 从而由同态基本定理 .

3. 一些稍复杂的例子  

命题 是环， 为理想且 ，则：

【证明】 ， .

则 ， . 根据同态基本定理， .

【推论】 .

【例】计算 .

.

注意有同构： ，考虑 在同构下的像，则有

.
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所以有 .

或者用另一个计算方向： ，注意

（用赋值同态的同态基本定理），再考虑 在该同构下的像，其像为

，所以有：

.

【remark】除了分步商以外，也可直接考虑环同态 ， 的同态基本定理.

【例】计算 .

（考虑 的赋值同态） ，所以

上面等于 ，因为

（赋值同态诱导的同构），而 在同构映射下的像为

所以 作为环.

【remark】还有一个比较初等的做法. 先忘掉乘法结构，把该群看成加法子群的商群，则有：

，此时 在该同构下的像为

考虑矩阵 ，其不变因子为 ， ，所以 作为群，于是

.

另一方面，考虑Gauss整数环中的恒等元在同构下的像 ，这也是 阶加法子群的生成元，所以这不仅

是一群同构，还是一环同构.

【例】计算 .

， 在该同构映射下的像为

更换商的顺序：

注意 （考虑前面系数模 的同态），于是 在该同态下的像为

于是

因为 和 是 中互素多项式，由中国剩余定理：

这不是域. 事实上， 是ED从而是PID，后面会证明，如果 是 不可约元，则 必然是域. 而 是模 余

的奇素数，它在Gauss整数环中是可约的.

【例】来自Artin的几个例子： 是域，因为可以证明 是 上不可约多项式.

，其主要原因是 在 可约，所以不是域. 

【例】 计算在 中添加 的逆元得到的域.

即 . 此时 可以看成是这个域的子环，将这个域中的 记作 ，则 满足 .

我们来计算这个环. ， 作为 的理想在此同构下的像为 ，因为

，所以：



【例*】 添加 的逆元.

注意 （by 中国剩余定理）

在该同构下的像为 ：

  所以，该环为：

环的直积，中国剩余定理  

1. 环的外直积和内直积  

环的外直积： 是环，在 底集上定义加法和乘法，加法是分量相加，乘法是分量相乘，则该集合在这

两种运算下是环，零元是 ，恒等元是 .

， ，这两个都是 的理想.

幂等元： ， ，称 是幂等元.

， 是环 的幂等元. 

环的中心 .

是环 的中心元，事实上这是 的两个中心幂等元.

， .

环的内直积：设 是环， 是环的理想，且 作为加法子群，则以下自动成立：

，使得 （这是显然的）

是 的中心幂等元（直接验证，用唯一分解性以及 ）

（ ），更一般地， ， .
（定义验证）

关于 的加法和乘法都是环，恒等元分别是 （注：这并不意味着 是 的子环！因为 和 都不含有 的

恒等元）

有环同构 ， ，我们称 是 和 的内直积. 注意，内直积关系仅仅需要满足
作为加法子群成立即可.

【remark】虽然 不是环同态（因为像是 ，但是 不是后者的子环），但是，

有投影环同态 ，且 .

2. 外直积的泛性质，中国剩余定理  

外直积的泛性质：任取一个环 ，若 到 分别有环同态 ，则 环同态 :
，使得 . 更确切地， 由公式 给出.

【remark】也就是说，如果有 到一堆环的同态，存在一个 到这堆环的外直积的同态，使得以上那些同态都是从

这个同态中长出来的，而且这是唯一的.

中国剩余定理

是交换环， 是 的两两互素的理想，则 仍然是 的理想，且有环同构：

  【证明】

考虑商同态 ，则由外直积的泛性质可知存在唯一的一个环同态

，使得其公式为 .
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所以 ，因为理想互素.

断言 是满射. 

两两互素  与 互素     ， 使得 ，所以

. 

 ， ，  .

同理存在 ， ，使得 . 这就证明了所有的中心幂等元都有原像，因此：

，

这就证明了这是满射，所以由同态基本定理得到环同构.

【例】 ，

引理： . 

由此可以证明 .

还常用在多项式中，前面也已经应用过了.

分式域  

1. 分式域（泛性质）  

如果不说，这部分都认为 是整区

分式域：

是整区，在集合 定义二元关系

 

则 是一个等价关系.

记 定义的等价类为 ，记 关于 的商集为：

定义 上的加法和乘法后，可以验证这是良定义的（需要用到 是整区的条件，因为计算结果中为分母相乘，

整区保证了分母相乘仍 .）

且 在以上两个运算下成为域，其零元为 ，恒等元为 .

称 是整区 的分式域.

【例】 .

分式域的泛性质： 是整区， 是 的分式域，则有：

映射 ， 是单同态，所以 是 的子环.
若 是域， 是单同态，则存在唯一的单同态 ，使得 ，且 的定义式为

.

若 ， ， ，使得 （事实上这就是 的定义式，所以就是在说

是满同态），则 是同构.
【例】 .

证明：用分式域的泛性质： ，所以存在唯一的 是单同态 ，使得 . 而
， 可以被 映到，所以 是满射从而 是同构.

【例】 的分式域为 .
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【例】某个域作为环的特征为 ，则它必有一个与 作为环同构的子域（类似于若某个环的特征为 ，则它必有一个

与 作为环同构的子环）

证明：考虑 的特征是 ，则有同态 ， 必然是单同态，根据分式域的泛性质，存在 是单同态

，使得 ，因为 是单同态，所以 ，所以 有一个与 同构的子域.

2. Hilbert零点定理介绍*  

【例 Hilbert's weak Nullstellensatz】

元多项式环 的极大理想与 中的 维向量之间存在一一对应.

更确切地说，对任何 中的向量 ，可以考虑赋值同态：

其中 ，这就是 的极大理想.

【证明】对任何 ， 是满射，所以 是 的极大理想. 下面验证
. 首先考虑 向量的情形，则 当且仅当 的常数项 ，所以 中

出现的每个单项式必然被 中至少一个整除. 因此 可写成 的 系数线性组合，因
此 ，另一方面，任何 的多项式系数线性组合在 处取值必然得 ，所以

，综上所述 .

对于 的情形，作变量替换 可说明 .

真正困难的是证明所有 的极大理想都是某个 对应的 . 将会在《交换代数》课程中证明

UFD  

1. 整区 中元素的整除，相伴，不可约元，素元  

整区中的整除：

是整区， ，若存在 ，使得 ，则称 是 的因子或 整除 ，记为 .
换句话说，若 ，则称 .
整除关系是传递的

单位元整除所有的环元素，因为单位元 生成的主理想是整个环.
相伴：称 相伴，如果 ，这当且仅当存在 使得 ，当且仅当 和 互相整除.

相伴是一个等价关系，相伴类和主理想一一对应. 

的相伴类是 ， 的相伴类是单点集， 的相伴类是

对应的理想分别是： ，后两种是平凡的情况，一般不研究.

不可约元：设 ， ， ，从而 非平凡.

若不存在 非单位，使得 ，则称 不可约.

【命题】 不可约  不存在 的主理想 使得 .

【命题】相伴两元素的可约性一样.（因为可约可以完全被其主理想刻画）

【例】 中元素不可约当且仅当是素数， 中元素不可约当且仅当是不可约多项式.

【例】 中，根据代数基本定理， 中元素不可约当且仅当它是线性多项式 所在的相伴类. 中，有

两类不可约元，分别为线性多项式 和满足 的二次多项式 （所在的相伴类）.

【定义】素元： 非零非单位，若 满足 或 ，则称 是素元.

素 (  or .）
素且 ，则 ，使得 . （对 用数学归纳法）

【命题】相伴两元素的素性一样.（因为素可以完全被其生成的主理想刻画）

【命题】整区中素元必然不可约. 
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2. UFD的概念，素性条件和因子链条件，最大公因子和最小公倍子  

UFD：设 是整区，若满足对任何 且非零非单位， 都可以分解为有限个不可约元的乘积，且分解在不计次序

和相伴的意义下是唯一的，则称 是一个唯一分解整区.

【例】 是UFD（算术基本定理）， 是UFD.

【例】以后会证明若 是UFD则 是UFD，从而 也是UFD（因为 ），归纳可知

也是UFD

【例】环 不是UFD，假设 存在有限分解，则其必然具有某种形式，但是可以发现其中的因子都是可

约的，从而与有限不可约分解的存在性矛盾.

【例】 不是UFD. 虽然可以证明分解总是存在的，（要用到范数 的乘性和“单调性”）但是分解不唯一，如
，而 都不可约且不相伴（用范数 说明），所

以这不是UFD.

定义（素性条件） 是整区，其不可约元均是素元，则称整区 满足素性条件.

【例】 不满足素性条件，因为 是不可约元且 ，但 ，且

，所以 不是素元.

定义（因子链条件） 是整区，若 没有无限长主理想真升链：

或，等价地， 中主理想升链必稳定，即若有

不要求真包含

可推出 使得

则称 适合因子链条件或 满足ACCP（Ascending Chain Condition of Principal ideals，主理想升链必稳定）

【remark】 主理想升链必稳定和没有无限长主理想真升链是同一件事的两种说法.

【remark】ACC 理想升链必稳定  环中理想都有限生成.

满足ACC条件的环称为诺特环（Noetherian ring）.

例 ， 适合因子链条件. （因为在 中若有 ，则 ；在 中若
，则 ）

例 不适合因子链条件，因为 是一个无限长主理想真升链.

例 适合ACCP，因为若 ，则 .

【remark】 不是UFD的原因是不可约分解存在但不唯一，环 不是UFD的原因是不可约分解
不存在，这提示我们素性条件可能与不可约分解唯一性有关，而ACCP条件可能与不可约分解的存在性有关.事实上有
以下四个命题：

【命题】若整区 适合ACCP，则对于 中非零非单位元 ， 可以分解为有限个不可约元的乘积.

【证明】若 不可约，则不用证明，若 可约，则存在非零非单位元 使得 ，因此 ，注意 非

单位，所以 ， 不相伴，因此 . 对非零非单位 重复以上论证可知存在 非零非单位，而且

，一直做下去就得到一条无限主理想真升链，这与ACCP条件是矛盾的.

【命题】若整区 适合素性条件， ， ， ，且有分解

其中 不可约，则：

且存在 使得 ， .
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【证明】研究 ，对于 有： ，因为 不可约，而且 满足素性条件，所以 是素

元，根据素元性质的推广可知 ，使得 ，不妨假设 ，使得 ， ， 不可

约， 不可约（特别地 )，所以 ，所以 ，代入前面的分解式，再用到整区的乘法消去律可
得 . 对 做同样的论证，又得 ，使得 ，如

果 ，则到某一步时有 ，故 ，这与 不可约矛盾，若

，则到某一步就得到 ，又矛盾.

【命题】UFD适合因子链条件.

【引理】（用来描述UFD的唯一分解性） 为UFD， ， ， ，且 ，其中 不可
约，则：

的任何因子与 中的某一个元素相伴.（当
时默认是恒等元）

因此， 含有 的主理想只有有限个（注意上面的 是一个有限集合）

【引理的证明】设 是 的因子，则存在 使得 ，分情况讨论：

① ，则 ，此时取 即可.

② ，则 ，此时取 即可.

③ ，由 可知 ，对 作不可约分解 ， ，其中

且非零，代入可知 ，根据UFD中不可约分解的唯一性可知 而且存在 ，使得

，特别地， .

【Remark】 依赖于UFD分解的唯一性.

若 是含 的主理想，则 ，根据上面已经证明的， 与 中某个成员相伴，也就是 就是 中某个元素生成的主
理想，注意 是有限集合，所以主理想只有有限个.

【命题的证明】反证： 是UFD，假设 不适合ACCP，则存在无限主理想真升链 ，对于非

零非单位元 ， 都是包含 的主理想且它们互不相同，因为这是无限的，所以和引理矛盾.

【命题】 UFD适合素性条件.

证明：显然.

以上四个命题加起来可以证明定理.

最大公因子和最小公倍子： 是整区， ， ：

若 ， ，且 )，则称 是 的最大公因子.
若 ， ，且 )，则称 是 的最大公因子.

【remark】若 都是最大公因子，则 相伴，因此若最大公因子存在，则它在相伴意义上唯一，将这样的相伴类
记为 ，同样 也有唯一性，从而 .

【警告】整区元素未必都有最大公因子，例如 中 和 没有最大公因子.

【命题】 UFD中元素有gcd和lcm. （UFD满足GCD条件）

设 是UFD， ，且 ， ，其中 是互不相伴的不可约元， ，
（注意：这样的分解必然存在，不妨取两者的不可约分解，然后把其中相伴的差的中心元补在前面，最后将互

不相伴的所有东西搜罗起来，因此只要求 ）则 的gcd和lcm都存在，且可以用这个公式计算：

【证明】显示地写下 的因子的形式即可得到以上公式.

【定理】设 是整区，则以下等价：



是UFD
满足ACCP和素性条件
满足ACCP和GCD条件（GCD条件： 中任何两个元素的最大公因子都存在，若存在，则自动唯一）

【证明】只有最后一个条件推出素性条件需要证明. 证明可以参考复旦大学《抽象代数学》P102 引理5.5

【命题，lcm的理想刻画】 设 是整区（不需要是UFD），则 当且仅当 .

PID，ED  

1. PID  

UFD里Bezout等式是不是还成立.

为了研究这个问题，先看看最大公因子的概念用理想的语言是如何叙述的.

UFD满足GCD条件，也就是， 中任何两个元素的最大公因子都是存在的（而且可以用一个公式计算出来，见前

面）

当且仅当 ， ，这当且仅当 .

当且仅当 ，且如果 ，则 . 即： 相伴类对应的主理想是

“距离” 生成的理想 “最近”的主理想. 但是这并不能说明 对应的主理想就等于 生成的理想 . 

而Bezout的成立却当且仅当 ！这是因为：

【Remark】注意，事实上 成立当且仅当 是一个主理想（若是主理想，则根据 是距离它最近的

主理想可知 就是 ）. 我们将这样的性质提取出来，就得到PID的概念

【命题】设 为UFD， ，则以下条件等价：

Bezout等式.
.

是主理想.
【例】 UFD中， 不总是主理想，例如 ， .

PID：若整区 的所有理想都是主理想，则称 是主理想整区（PID，Principal Ideal Domain）

【命题】PID是UFD.

【命题】PID是UFD.

【证明】验证PID满足因子链条件（事实上只需要验证ACC条件）和素性条件.

①验证ACC条件. 若PID有理想升链 ，考虑 ，则这是一个理想（容易验证:这
，如果 ，则存在 使得 ， ，不妨 ，则有 . 因为 是理

想，所以 且 对任何 .从而 ，故 是理想 ）. 因为 是PID，所以
是主理想，所以 ，其中 ，所以， ，所以存在 ，使得 ，所以

，所以 ，因此理想升链稳定.

②验证素性条件. 设 是PID，设 是 的不可约元，且 ，要证明 或者 .

是PID，考虑 ，则 是主理想，显然 ，而因为 是不可约元，所以 或者

. 

同理可知 或者 . 

若 ，则 ，所以 ，

若 ，则 ，所以 ，

如果 且 ，我们要说明这是不可能的. 因为 且

，所以 和 、 都互素，所以 和 互素，因此

. 由 可知 ，所以 ，所以 是单位，但是这
与 不可约矛盾.
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【命题】PID适合Bezout等式.

【证明】此时根据定义可知 ，其中 .  这当且仅当 ，也就是存在 使得
.

【例】

 若 是UFD， 是 的不可约元，则 是整区.
 若 是PID， 是 的不可约元，则 是域. 

【证明】

 这几乎是显然的. 因为 是UFD，所以 适合素性条件，所以 是素元. 在 中若有 ，则有

即 . 因为 是素元，所以 或 ，从而 或 ，由整区的定

义可知 是整区.

 只需证明 且 ， ，即存在 使得 . 考虑理想 ，因为 是

PID，所以存在 使得 . 因为 ，注意 是不可约元，根据不可约元的

理想刻画可知 或 . 若 ，则 ，这与 矛盾，所以只能是 即
是单位，也即 ，所以存在 ，使得 ，考虑上式在商同态下的像即得

，这就证明了 是域.

【注】这对于一般的UFD不成立（一般的UFD只能得到 是整区），例如 ， 是

中不可约元且 是UFD，但是 不是域.

2. ED  

【定义】ED

为整区，在 上定义函数 ，满足若 ， ，则存在

，使得有带余除法：

其中， 或者 .

则称 是 上一个Euclid赋值或者Euclid函数，若整区 至少有一个Euclid赋值，则称 是一个Euclid整区.（ED，
Euclidean Domain）

【remark】一般抠掉零元

【remark】用来衡量带余除法中余式小于除式

【remark】本质的要求是取值能比大小，而且有下界（后面的证明中有体现），取成 是一种方便的取法.

【例】回顾整数的带余除法可知 的一个Euclid函数，所以 是ED.

回顾域上一元多项式环 的带余除法，可知， 是一个Euclid函数，所以 是ED.

【命题】ED是PID.

【证明】设 是ED， 是其上一个Euclid函数，设 是 的一个理想，要证明它是主理想. 

，则 ，不用证明.

，因为 是有下界的，所以，只需要取出 ，使得 . 下证明 就是

，这只需要证明 .

任取 ，存在 ，使得 ，其中 或者 .

观察 ， ，所以 .  若 ，则 ，这与 的选取矛盾. 所以 ，这说
明 ，所以 ，故 ，即 是主理想.

【remark】这事实上说明ED的所有理想都是主理想，而且该主理想的生成元可以通过欧氏赋值取值最小这一条件找
到.

Gauss整数环 . 事实上这是 ，即在整数环中添加 .
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重要定理 是ED.

【证明】此证明的关键是找到欧氏赋值，对于二次代数整数环来说非常重要的一个函数就是 函数.

一些基本的观察： 是满足乘性的，事实上，这是gauss整数作为 中的元素的模长，因此当然是满足乘性的.

为了研究Gauss整数环是ED，我们首先将 延拓为分式域 ，在分式域上也有一个 的对应的延拓，即

，定义 .

则乘性仍然是满足的.

证明 是一个欧氏赋值，即 ， ，存在 ，使得

也就是在 中有：

这只需要一个断言： ，存在 ，使得：

断言的证明：令 分别是离 最近的整数，则 ， .

所以

一旦有了断言，设 ， ，则 ，生成存在 ，使得 .

令 ，则 .

注意 ，所以 .

【remark】在 上定义范数 ，然后完全仿照上面的步骤可以证明 ，

【定理】Fermat’s theorem on sums of two squares

是奇素数，则

【证明】对任何整数 ，若 是偶数，则 ，若 是奇数，则

. 因此对任何 ， ，若还有

是奇素数，那么它必然模 余 . 反过来的方向参见一句话证明

观察：若素数 在 中可约，则其分解必然是 （待定系数，再根据 素），

此时 ，所以此时它必然是模 余 的. 因此 在 中不可约当且仅当 是模 余 的素数.

【定理】 中的不可约元在不计相伴的意义下（ ）有：

（来自于偶素数 的不可约分解， 是一个可约的素数）
，其中 ， . 规定 的大小关系是保证相伴类不重

复，例如 和 实际上是同一相伴等价类的.
， .

【例子】 可约， 不可约， 可约， 不可约， 不可约， 可约， 可约， 不可约.

【例子】 在 中的不可约分解？

【解】注意不可约元的模方只能是 素数的平方或者 素数或者偶素数 . 
，对应一个模为 的不可约元和一个模为 的不可约元的乘积（两者都是

素数）



，补充一个单位元 可得不可约分解 .

3. 以下证明 是UFD给出 是UFD这一大定理  

【大定理】 是UFD  是UFD.

基本策略：考虑 与 以及 的联系， 是分式域， 是 的不可约元.

注意以下事实：

若 是 的不可约元，则 是整区.
都是ED，从而使PID，UFD，所以对任何 ， 作为 中的元素有不可约分解.
中任何一个多项式 都与 中的某个多项式 在 中相伴（通分即可）

【引理】（整区上一元多项式环的性质） 是整区

，有 .

规定 ，  for all .

是整区（根据前一题的结论）

，则 是 的不可约元当且仅当 作为 中的元素是不可约元.

【证明】都比较显然，第三个和第四个需要考虑次数的关系.

【例】对于整区上的多项式环 ，有 .

但是对于一般情况，也就是如果 ， 是 的子环，则有 ，但是一般没有 . 更准确地说：

而这两个包含关系都可以不相等. 

① 第二个包含关系：即 中的单位不必落在 中，例如 中非零元均为单位， 是 的子环，而 不在 中.

② 第一个包含关系：即便 的单位在 中，它在 中也不必可逆. 例如 ， ，但是 .

【例】对于整区上的多项式环 ，有： 中元素不可约，当且仅当它作为 中的元素也不可约.

但是对于一般情况，也就是 是整区， 是 的子环从而也是整区，这一般不成立，更准确地：

的不可约元若在 中，它有可能可约，也有可能不可约.

例如 是整区， 是 的子环， 是 中不可约元，也是 中不可约元. 

是整区， 是其子环， 是 中不可约元，这是因为， 在 中不可约， ，所以

与 在 中相伴，所以 在 中不可约，但是 在 中是可约的.

的不可约元在 中，有可能可约，也有可能不可约，还有可能是单位. 

例如 是整区， 是 的子环， 在 中不可约但是在 中可约， 在 中不可约，在 中也不可约

是 的子环， 在 中不可约，但是在 中是单位.

【引理】（考虑UFD中的不可约元） 是UFD

.（UFD中不可约元的分类）

【remark】注意到 中不可约元与 中次数为 不可约元一致，所以只需要看次数大于 的不可约元是哪

些，这需要用到UFD上一元多项式环 的容量 的概念.

， ， ，则 是不可约元的一个必要条件是
.

【定义】 ： 是UFD， ，且 ，称

为 的容量. 若 ，则称 为 上本原多项式（primitive polynomial）
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【remark】 的良定义性： 在不计相伴下是良定义的，因为 是一个相伴等价类.

【例】两个关于 和 的例子.

是整区. 

 若 是PID，则 是域.
 若 是UFD，则 也是UFD.

【证明】

 对任何 ，考虑它作为 中的元素，在 中考虑 ，因为 是PID，所以存在
使得 .

断言 是 中的不可约元. 否则存在 非单位，使得 . 根据整区上一元多项
式环的性质可知 ，不妨 ， ，

， ，其中 ， ，于是 ，因为 是整区，所以

， . 所以 ，根据引理可知 从而 ，这与 非单位矛

盾.

一旦证明了断言， ，由 不可约知 或 ，若 则

，所以 ，这与 矛盾，所以 . 所以 ，所以存在 ，
使得：

因为 不提供常数项，又结合次数的考虑容易看出：

其中 且 是 的常数项，由整区可知是 ，所以 是域.

 仍然是用整区上一元多项式环的性质. 设 是 中一个（不必严格的）主理想升链，

则这也是 中的一个主理想升链. 因为 是UFD，所以 适合因子链条件，所以这个主理想升链稳定. 
而以上论述对 中任何一个主理想升链都是成立的，所以 中任何一个主理想升链都稳定，所以 适合因子链
条件.

设 在 中，则将 看成 中元素就有 在 中，因为 是UFD，所以适合塑性条件，所
以存在 或 在 中. 于是存在 使得 或者存在 使得 . 
考虑次数可知若存在，则 ， ，于是存在 或者 ，使得 或

，于是有 或 在 中. 以上论述中，我们通过 推出了 或 在 中，所以 适合素性

条件.

综上所述， 适合素性条件和因子链条件，所以 是UFD.

【定理】（次数 多项式什么时候不可约） 是UFD， ， ，则以下等价：

是 中不可约多项式

是 中本原多项式且 作为 中元素是不可约多项式，其中 .
【引理】 是UFD， 是 的分式域 ，则：

对任何 ， ，有 （显然）

对任何 ，存在 中本原多项式 使得 .（显然）

对任何 ，存在 ，以及 中本原多项式 ，使得 .

（首先 和 中某个多项式 在 中相伴，而对 存在 是 中本原多项式使得

，合并系数即可）

若 ，其中 且 本原， ，则 .

（ ，即存在 使得 ，对 在 中成立两边取 ，再用到 本源得

.）

【引理】（Gauss引理） 设 是UFD，则 中的两个本原多项式的乘积仍然是本原多项式.



【例】Gauss引理的证明，可以考虑 . 这种证明方法留作练习题.

【证明】这里用另一种方法证明Gauss引理.

和 是 中两个本原多项式， . 
要证明 本原，只需证明对任何 的不可约元 ，存在 ，使得 .

本原给出存在 ， 整除 ，也整除 ，但 ，

令 ，设 中 的系数为 ，则有 .

当 时，因为 ，所以

当 时，因为 ，所以

当 时，因为 且 ，所以 （因为 不可约，所以 素）

【定理的证明】

① 在 不可约  本原，且在 中不可约.

【证明】本原已经证明（本原是不可约的必要条件），下面证明 在 中不可约（反证法）. 设
在 中，其中  非单位. 因为 ，所以 ，

.

对于 和 ，根据引理，存在 ，使得 ， ，其中

本原，代入分解式可得

因为 在 都本原， 是UFD，根据Gauss引理， 在 也本原. 又因为 ，

，根据引理可知 ，从而得到了 中的分解式：

注意 ， ，所以 ，这与

不可约矛盾.

② 本原且在 不可约  在 不可约.

【证明】（反证）设 本原且在 不可约，假设 在 可约，则存在 ，使得
. 分两种情况：

 （或 ）， ，因为 ，所以 . 所以 ，
所以 ，这说明 ，这与 本原矛盾.

 ，则 在 中也成立，这与 在 中不可约矛盾.

【remark】这个定理完全解决了 （ 是UFD）的不可约元问题， （ 是UFD）的不可约元有两种：

① 的不可约元（前面关于整区的引理），② 本原且在 中不可约（刚刚证的定理）

【主定理的证明】

存在性：  ，分为两种， 和 .

，则 ，因为 是UFD，所以 有不可约分解. 注意事实： 中元素不

可约，当且仅当它作为 中的元素也不可约，所以这也会是 的不可约分解.

，因为 ，取 在 中的不可约分解



这些 为 中不可约多项式，根据前面的引理，存在 ，使得 ，其中

本原，代入原来的分解式有 ，因为 ，所以根据

前面的引理可知， ，因为 是UFD，所以 有不可约分解 在 中，

代入可得

本原

注意 不可约在 中，所以 不可约在 中. 另外， 在 本原且与 中不可约元 相伴，于
是 本原且在 不可约，于是上述就是 的不可约分解.

唯一性：也分两种情况.

，则 ，设 在 中是不可约分解，从而根据阶数可知

，所以 不可约. 如果还有 ，同样也有

，所以 不可约，这样得到了 在 中的两种不可约分
解：

因为 是UFD，所以 且 和 适当调换顺序之后有 ， 所以在 中也有

，这就证明了不可约分解的唯一性.

，设在 中有两种不同的不可约分解：

其中 不可约从而本原.

分别在两个式子中计算可得 ，根据 是UFD， 不可约可知 ，且适当调
换顺序后又

因为 是整区，所以将 从两侧消掉可得

将以上式子看成 中等式，因为 在 不可约，所以它们在 中不可约，因为 是ED从而是
UFD，所以根据唯一性可知适当调整顺序后就有 ，其中 . 因为 本原， ，所以

. 又因为 是本原多项式，所以 （相伴等价类），所以 在 中.这就证明
了以上两种分解不计相伴下相同.

【定理】（UFD的Eisenstein判别法） 是UFD， 是 的分式域，

且 ，则若存在 的不可约元 ，使得 ，  ， ，则 是 中
不可约多项式.

 

素理想和极大理想  

只讨论交换环 的素理想和极大理想.

【定义】素理想的定义可以类比素元.

素元（理想刻画）： 是整区，称 是 的素元，如果

或

素理想： 是交换环， 是 的真理想（即 是 的理想且 不是 ），称 是 的素理想，如果：
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或

素理想的商环刻画：从“得到的商环是什么样子”来描述素理想.

是交换环， 是 的素理想  是整区（显然，在 中 给出 或   在 中有

给出 或 ）

推论： 理想是 的素理想，当且仅当 是整区.
【引理】主理想什么时候是素理想？答：在整区中，大致有：“素元生成的主理想是素理想”

若 是整区， ，则 是 的素理想当且仅当 或 是素元.

【证明】由素元的理想刻画立刻得.

【例】 是交换环， 是 的真理想，则 是 的素理想，当且仅当：若有两个理想 满足 ，则必有

或 .

【证明】必要性：用反证法，假设 且 ，则存在 ， ，但 . 因为 ，所以

，又因为 是素理想，所以 或 ，和前面的讨论矛盾.

充分性：如果 ，取 ， ，则 （ ），所以

或 （由条件），所以 或 .

【定义】极大理想的定义类比不可约元

不可约元的理想刻画： 整区， （非零非单位）是 的不可约元当且仅当 和 之间不能再非平凡地插入某

个主理想，或者，若有 ，则有 或 .
极大理想： 是交换环， 是 的真理想，称 是 的极大理想，如果 和 之间不能再非平凡地插入某个理想，

或者，若有 是 的理想，适合 ，则有 或 .
极大理想的商环刻画 

是交换环， 是 的极大理想，当且仅当 是域（显然， 是 的极大理想，翻译过来就是，
， ，即 ，存在 以及 ，使得 . 再翻译过来就是，

， ，存在 ，使得 . 也就是 .）
推论，极大理想  是域  是整区  素理想

【例】域 的真理想只有 ，所以 的素理想、极大理想都只有 .

【命题】 是PID但不是域

【回顾1】 是PID， 是 的不可约元，则 是域.
【回顾2】 PID 的所有理想形如 ，回顾刚才的命题，主理想是素理想当且仅当 或 是素元.
【回顾3】 PID是UFD，满足素性条件（不可约元等价于素元）
【回顾4】 是交换环，则极大理想 素理想

【结论1】 的素理想只有 ，其中 是 的不可约元（根据回顾2、3）
【结论2】 的极大理想只有 （根据 不是域可知 不是极大理想，再根据回顾1、4结合结论1）

【例】

的素理想只有 ，极大理想只有 .
的素理想只有 ，极大理想只有 ，其中 是 上不可约多项式.

【例】 UFD 情况较为复杂，一般只有：若 是不可约元，则 和 都是 的素理想.（根据素性条件）

【例】 是 的素理想，但不是极大理想.

【证明】因为 是UFD， 是 不可约元（根据 是 的不可约元），所以 是 的素理想.

为什么不是极大理想？用极大理想的商环刻画，因为 ，不是域.

【例】 是 的极大理想（其中 是整数， 是素数）

【证明】 ，是域.

【例】 是 的极大理想

【证明】



在 中是不可约的，二次（当然还有三次）多项式是不是可约可以看对应的多项式方程有没有根，

在这里显然是没有的： ， .

所以这是一个域

【例】 ， 不是素理想， 是极大理想.

【证明】注意这不是UFD， 是不可约元但是 不是素元. （ 但是不整除任何一个）

下面证 是极大理想.

注意 ，这是因为 ，所以

.

所以上式 ，是域.
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