
第二章习题：积分理论

2023 年 7 月 4 日

1. (Stein 中译本,P69,1) 这一性质用于简单函数调整为 “典范形式”. 给定一个集族 F1, · · · , Fn，

构造另一个集族 F ∗
1，F ∗

2，· · ·，F ∗
N，其中 N = 2n − 1，使得：

⋃n
k=1 Fk =

⋃N
j=1 F

∗
j，{F ∗

j } 互

不相交，且对每个 k，Fk =
⋃

F∗
j ⊂Fk

F ∗
j .

证明. 考虑 2n − 1 个集合：

F •
1 ∩ F •

2 ∩ · · · ∩ F •
n .

其中，每个 F •
k 可以是 Fk 或者 F c

k（不允许全部是 F c
k，因为这样的集合对构成

⋃
Fk 没有贡

献，不予考虑）. 我们将这些集合定义为 {F ∗
j }Nj=1，下面验证它们满足题目要求的性质.

首先这些集合互不相交. 然后，∀x ∈ Fk，对 F1 必有 x ∈ F1 或 x ∈ F c
1，对 F2 必有 x ∈ F2 或

x ∈ F c
2，以此类推，最后得到 x 必然在某个 F •

1 ∩ F •
2 ∩ · · · ∩ F •

n 之中，所以 Fk ⊂
⋃

F∗
j ⊂Fk

F ∗
j，

而右边显然是左边的子集，所以 Fk =
⋃

F∗
j ⊂Fk

F ∗
j . 不仅如此，这还说明了

⋃n
k=1 Fk ⊂

⋃N
j=1 F

∗
j，

但是，根据 F ∗
j 的构造可知右边是左边的子集，所以

⋃n
k=1 =

⋃N
j=1 F

∗
j .

2. (Stein 中译本,P69, 题 2)类似于命题 2.5，证明：若 f 在 Rd 上可积，而且 δ > 0，则当 δ → 1

时，f(δx) 在 L1 范数下收敛于 f(x).

证明. 此命题的证明完全类似于命题 2.5 的证明. 因为 L1 空间中，紧支撑连续函数是稠密的，

所以 ∀ε > 0，对于 f，存在紧支撑连续函数 g，使得 ‖f − g‖L1 < ε. 我们记 fδ(x) = f(δx)，

gδ(x) = g(δx).

f − fδ = f − g + g − gδ + gδ − fδ.

取 L1 范数再利用三角不等式得到

‖f − fδ‖L1 ≤ ‖f − g‖L1 + ‖g − gδ‖L1 + ‖gδ − fδ‖L1 .

为了估计这三项，我们先证明 Lebesgue 测度在伸缩下的相对不变性. 即：

δd
∫
Rd

f(δx)dx =

∫
Rd

f(x)dx.

为此，我们先对 χE，即可测集 E 的特征函数检验断言. 根据第一章习题 7 的结果，m(δE) =

δdm(E)，所以这个断言是成立的. 再由 Lebesgue 积分的线性性可知断言对于简单函数是成立
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的. 对于非负可测函数 f，存在非负递增简单函数列逐点收敛于 f，所以断言对非负可测函数

成立，进而对任何可测函数成立. 所以，对于足够接近 1 的 δ，我们有

‖gδ − fδ‖L1 = δd‖g − f‖L1 < δdε < 2ε.

而因为 g 是连续函数且具有紧支撑，所以 g 有界而且 gδ(x) → g(x)(δ → 1) 逐点成立. 由有界

收敛定理可知

‖g − gδ‖ < ε, ∀足够接近 1 的 δ.

综上所述，对任何 ε > 0，存在 δ 足够接近 1，使得：

‖f − fδ‖ ≤ ε+ ε+ 2ε = 4ε.

所以，fδ → F 逐点成立（在 L1 范数下）.

3. (Stein 中译本,P69, 题 3) 假定 f 在 (−π, π] 上是可积的，并将它延拓至 R 上周期为 2π 的函

数. 证明： ∫ π

−π

f(x)dx =

∫
I

f(x)dx.

其中，I 是 R 中任何长度是 2π 的区间.

证明. 因为 I 是长度 2π 的区间，所以存在整数 k 使得 I ⊂ (kπ, (k+2)π)∪ ((k+1)π, (k+3)π).

由周期延拓以及 Lebesgue 积分的平移不变性（写成 f 与特征函数相乘的形式立刻看出）可知：∫ (k+2)π

kπ

f(x)dx =

∫ (k+3)π

(k+1)π

f(x)dx =

∫ π

−π

f(x)dx. (∗)

记两个开区间分别为 J1 和 J2，则 J1, I 和 J2 的区间端点将 J1 ∪ J2 分为五小段，分别记为

S1, S2, S3, S4, S5，因为 I 的区间长度为 2π，所以 S1 + 2π = S4，S2 + 2π = S5，根据周期性，

以及 Lebesgue 积分的平移不变性可知∫
S1

f =

∫
S4

f,

∫
S2

f =

∫
S5

f.

依据 Lebesgue测度对可测集的可加性，因为 (kπ, (k+2)π) = S1tS2tS3，((k+1)π, (k+3)π) =

S3 t S4 t S5，I = S2 t S3 t S4 = I（事实上准确来说，两个区间至多有端点的差别，而这对积

分没有影响），所以 (∗) 有如下分解：∫
S1

f +

∫
S2

f +

∫
S3

f =

∫
S3

f +

∫
S4

f +

∫
S5

f =

∫ π

−π

f(x).

所以
∫
I
f =

∫
S4

f +
∫
S2

f +
∫
S3

f =
∫
S1

f +
∫
S2

f +
∫
S3

f =
∫ π

−π
f(x).

4. (Stein 中译本,P69, 题 4) 假定 f 在 [0, b] 是可积函数，且对于 0 < x ≤ b，g(x) =
∫ b

x
f(t)
t

dt.

证明 g 在 [0, b] 可积，而且
∫ b

0
g(x)dx =

∫ b

0
f(t)dt.
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证明. 令 h(x, t) = f(t)
t
χ{0<x≤t≤b}(x, t)，则有 supph ⊂ [0, b]× [0, b]. 不妨设 f 是非负函数，由

Fubini 定理可知 ∫ b

0

g(x)dx =

∫ b

0

dx
∫ b

0

f(t)

t
χ{0<x≤t≤b}(x, t)dt =

∫
R2

h(x, t).

再次用 Fubini 定理可得∫
R2

h(x, t) =

∫ b

0

f(t)

t
dt
∫ b

0

χ{0<x≤t}(x)dt =
∫ b

0

f(t)dt.

5. (Stein 中译本,P69, 题 5) F 是 R 中闭集，F c 有限测度，令 δ(x) 是：

δ(x) = d(x, F ) = inf{|x− y| : y ∈ F}.

考虑

I(x) =

∫
R

δ(y)

|x− y|2
dy.

(a) 通过验证 δ 满足 Lipschitz 条件

|δ(x)− δ(y)| ≤ |x− y|.

说明 δ 是连续的.

(b) 对每个 x /∈ F，证明 I(x) = ∞.

(c)证明，对 a.e. x ∈ F，I(x) < ∞. 如果考虑到 Lipschitz条件仅仅让 I 的被积函数中 |x−y|

的一次幂消失这一事实的话，此结果或许是非常 surprising 的.

证明. (a)∀z ∈ F，

δ(x) ≤ |x− z| ≤ |x− y|+ |y − z|.

对 z ∈ F 取下确界得

δ(x) ≤ |x− y|+ inf
z∈F

|y − z| = δ(y) + |x− y|.

对称地得到

δ(y) ≤ δ(x) + |x− y|.

综合以上两式得

|δ(x)− δ(y)| ≤ |x− y|.

(b) 注意 suppI ⊂ F c，所以只需要考虑在 F c 上的积分即可. 对 x ∈ F c，存在 B(x, r) ⊂ F c，

所以

I(x) ≥
∫
B(x,r)

δ(y)

|x− y|2
dy.

因为 B(x, r) 是紧集，F 是闭集而且 B(x, r) ∩ F = ∅，所以 d(B(x, r), F ) := δ0 > 0，所以当

y ∈ B(x, r) 时，d(y, F ) ≥ d(B(x, r), F ) = δ0，所以：

I(x) ≥ δ0

∫
B(x,r)

1

|y − x|2
dy.
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由 Lebesgue 积分的平移不变性：∫
B(x,r)

1

|y − x|2
dy =

∫
R

1

|y − x|2
χB(x,r)(y)dy

=

∫
R

1

|y + x− x|2
χB(x,r)(y + x)dy

=

∫
R

1

|y|2
χB(0,r)(y)dy

= 2

∫ √
r

0

1

y2
dy

= ∞.

从而，I(x) = ∞.

(c) 我们研究
∫
F
I(x)dx.

令 f(x, y) = δ(y)
|x−y|2，则 f 是连续函数，从而是可测函数. 由 Fubini 定理可知∫

F

I =

∫
R
δ(y)dy

∫
F

1

|x− y|2
dx =

∫
F c

δ(y)dy
∫
F

1

|x− y|2
dx.

当 x ∈ F 时，|x− y| ≥ δ(y)，所以∫
F

1

|x− y|2
dx ≤

∫
|x−y|≥δ(y)

1

|x− y|2
dx = 2

∫ ∞

δ(y)

1

u2
du =

2

δ(y)
.

所以 ∫
F

I ≤
∫
F c

δ(y)
2

δ(y)
dy = 2m(F c) < ∞.

6. (Stein 中译本，P70，题 6)f 在 R 上的可积性并不一定意味着当 x → ∞ 时 f(x) 收敛到 0.

例如考虑一个在 [n, n+ 1
n3 ) 上取值为 n 的连续函数，使其在 [n, n+ 1

n3 ) 以外的地方的积分有

限（这总是可以做到，例如可以使函数值在这些区间两侧足够 “陡峭” 地下降到零），于是这样

的函数 φ(x) 的积分
∫
R φ(x)dx =

∑∞
n=1 n · 1

n3 + C =
∑∞

n=1
1
n2 + C < C + 2 < ∞，所以 φ(x)

是可积函数，但是 lim supx→∞ φ(x) = ∞.

但是，若假设 f 在 R 上一致连续而且可积，则 lim|x|→∞ f(x) = 0.

证明. 我们用反证法. 假设 f(x) 不收敛到 0（|x| → ∞），那么，存在 A > 0，使得对任何

M1 > 0，都存在 |y1| > M1 使得 f(y1) ≥ A. 因为 f 一致连续，所以对 A
2
> 0，存在 δ > 0，使得

只要 z1, z2 满足 |z1−z2| < δ，就有 |f(z1)−f(z2)| < A
2

. 特别地，我们考虑 (y1− δ/2, y1+ δ/2)，

则 ∀x ∈ (y1 − δ, y1 + δ)，都有 |x − y1| < δ 从而 |f(x) − f(y1)| < A
2
，所以 |f(x)| > A

2
恒成

立. 我们再取 M2 > |y1|+ 2δ，则又存在 |y2| > M2 使得 f(y2) ≥ A，重复以上过程又得到区间

(y2−δ, y2+δ)，使得 |f(x)| > A
2
在 (y2−δ, y2+δ)上成立，而且 (y1−δ, y1+δ)和 (y2−δ, y2+δ)

不交，重复以上过程，我们得到可数无限多个 {B(yn, δ)}n≥1，它们不交，且在每个区间上都有

|f(x)| > A
2
，因此： ∫

R
|f(x)|dx ≥

∑
n≥1

∫
B(yn,δ)

|f(x)|dx ≥
∑
n≥1

2δ · A
2

= ∞.



5

这与 f 可积矛盾.

7. (Stein 中译本,P70.7) Γ ⊂ Rd × R，Γ = {(x, y) ∈ Rd × R : y = f(x)}，f 是定义在 R 上可测

函数，证明 Γ 是 Rd+1 的可测子集，而且 m(Γ) = 0.

证明. 令 F : Rd+1 → R，F (x, y) = f(x)− y，则 Γ 就是 {0} 的 F− 原像集. 我们要说明 F 是

可测函数，首先说明 G(x, y) = f(x) 是可测函数. 这是因为，G−1({x ≥ a}) = {f ≥ a}×R，因

为 f 是可测函数，所以 {f ≥ a} 是 Rd 中可测集，所以 {f ≥ a} × R 是可测集. 这说明 G 是

可测函数，所以 G−1({0}) = Γ 是可测集.

为了计算 Γ 的测度，我们考虑对 χΓ(x, y) 用 Fubini 定理：

m(Γ) =

∫
Rd+1

χΓ(x, y) d(x, y) =
∫
Rd

dx
∫
R
χx
Γ(y)dy =

∫
Rd

m({f(x)})dx = 0.

8. (Stein 中译本,P70.8) 若 f 在 R 上可积，证明 F (x) =
∫ x

−∞ f(t)dt 一致连续.

证明. 注意紧支撑连续函数的集合 Cc(R) 在 L1(R) 中稠密，所以 ∀ε > 0，存在 g ∈ Cc(R) 使

得 ‖f − g‖L1 ≤ ε/2. 因为 g 是紧支撑连续函数，所以 g 一致有界，即存在一个常数 M 使得

|g| ≤ M .

不妨设 y ≥ x，则

|F (x)− F (y)| =
∣∣∣∣∫

[x,y]

f(t)dt
∣∣∣∣ ≤ ∫

[x,y]

|f(t)− g(t)|dt+
∫
[x,y]

|g(t)|dt ≤ M |y − x|+ ε/2.

注意 M 和 ε 无关，于是取 |y − x| < δ = ε
2M
即可.

9. (Stein 中译本，P71，题 9)Tchebychev 不等式. 假定 f 非负可积，若 α > 0 且 Eα = {x :

f(x) > α}，证明：m(Eα) <
1
α

∫
f .

证明. 根据 Lebesgue 积分的定义和单调性立刻得到：

αm(Eα) =

∫
Rd

αχEα
(x)dx ≤

∫
Rd

f(x)dx.

10. (Stein 中译本,P70.10) 假定 f ≥ 0，且令 E2k = {x : f(x) > 2k} 以及 Fk = {x : 2k < f(x) ≤

2k+1}，若 f 几乎处处有限，则： ⋃
k∈Z

Fk = {f(x) > 0},

且集合 Fk 互不相交.

证明 f 可积，当且仅当
∑

k∈Z 2
km(Fk) < ∞，当且仅当

∑
k∈Z 2

km(E2k) < ∞.
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用这个结果证明一下结论，令：

f(x) =

|x|−a, |x| ≤ 1,

0, o.w.
, g(x) =

|x|−a, |x| > 1,

0, o.w.

则：

f 在 Rd 上可积当且仅当 a < d，g 在 Rd 上可积当且仅当 b > d.

证明. 考虑级数 φ(x) =
∑

k∈Z 2
kχFk

(x)，则 φ 是正项级数，根据单调收敛定理的推论：∫
Rd

φ(x)dx =
∑
k∈Z

2k
∫
Rd

χFk
(x)dx =

∑
k∈Z

2km(Fk).

所以 φ 是可积函数 ⇔
∑

k∈Z 2
km(Fk) < ∞. 因为

⋃
k∈Z Fk = suppf，而且 Fk 互不相交，所以

f 有如下分解：

f(x) = f(x)χ∪
k∈Z Fk

(x) =
∑
k∈Z

f(x)χFk
(x).

所以根据 Fk 的定义可知

φ(x) ≤ f(x) ≤ 2φ(x).

所以 f 是可积函数当且仅当 φ 也是可积函数，结合上面的结果可知 f 是可积函数当且仅当∑
k∈Z 2

km(Fk) < ∞.

观察：E2k − E2k+1 = Fk 而且 E2k 是单调递减的集合列，所以

m(E2k)−m(E2k+1) = m(Fk).

所以

1

2

∑
k∈Z

2km(E2k) =
∑
k∈Z

2km(E2k)−
∑
k∈Z

2k−1m(E2k)

=
∑
k∈Z

2km(E2k)−
∑
k∈Z

2km(E2k+1)

=
∑
k∈Z

2k(m(E2k)−m(E2k+1))

=
∑
k∈Z

2km(Fk).

所以
∑

k∈Z 2
km(Fk) < ∞ 当且仅当

∑
k∈Z 2

km(E2k) < ∞.

对于 f，

m(E2k) = m({f > 2k}) = m({|x|−a > 2k, |x| ≤ 1}) = m{|x| < 2−
k
a , |x| ≤ 1} = C·min{2− kd

a , 1}.

C 是常数. 此时 ∑
k∈Z

2km(E2k) = C
∑
k∈Z

min{2k(1−d/a), 2k}.
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该级数收敛当且仅当 1− d
a
< 0，即 a < d. 对于 g，则有：

m(E2k) = m({g > 2k}) = m({|x|−b > 2k, |x| > 1}) =

C(2−kd/b − 1), k ≤ 0

0, k > 0.

此时 ∑
k∈Z

2km(E2k) = C
∞∑
ℓ=0

(2ℓ(d/b−1) − 2−ℓ).

该级数收敛当且仅当 d
b
− 1 < 0，即 b > d.

11. (Stein 中译本，P70，题 11) 设 f 是 Rd 上可积的实值函数，而且对任何可测集 E 都有∫
E
f(x) ≥ 0，证明

(a) f(x) ≥ 0 a.e.;

(b) 若对每个可测集 E，
∫
E
f(x)dx = 0，则 f(x) = 0 a.e.

证明. (a) 我们只需要证明 Z = {x ∈ Rd : f(x) < 0} 满足 m(Z) = 0. 因为 f 是可测函数，所

以 Z 是可测集，所以
∫
Z
f(x)dx ≥ 0. 但是，若 Z 不是零测集，则 f(x) 在一个正测度的集合

上恒小于零，这说明
∫
Z
f(x)dx < 0，所以 Z 必然是零测集.

这用到事实：若非负函数的积分等于零，则函数几乎处处为零.

(b) 这说明 f 和 −f 都满足 (a) 的条件，于是 f ≥ 0a.e. 且 f ≤ 0 a.e.，所以 f = 0 a.e.

12. (Stein 中译本,P70.12) 证明，存在 f ∈ L1(Rd) 以及序列 {fn}，满足 fn ∈ L1(Rd)，使得：

‖f − fn‖L1 → 0.

但是不存在 x，使得 fn(x) → f(x).

证明. 我们考虑在 Rd 上构造方体序列. 首先在原点附近选取边长为 2 的方体（即 B1 =

B∞(0, 1)，即 Rd 上无穷范数下半径为 1的球），将 B1 按整点切割为 2d 个较小的方体，每个方

体尺寸为 1，将这些方体分别记为 I1, · · · , I2d . 第二步，考虑 B2 = B∞(0, 2)，继续将 B2 按
1
2

分点切割为 8d 个较小的方体，每个方体的边长为 1
2
，将这些方体记为 I2d+1, · · · , I2d+8d，· · ·，

以此类推，则做到第 k 步时，是将 Bk 切割为 (2k2)d 个较小的方体，每个方体边长为 1
k
. 此时，

令 fn = χIn，f ≡ 0，则：

‖fn − f‖L1 =

∫
Rd

|χIn | = m(In) → 0(n → ∞).

但是，∀x ∈ Rd，存在 N 使得 Bn 3 x，∀n ≥ N，于是 x 落在某个无限多个方体中，于是存在

无限多个 fn，使得 fn(x) = 1 6= 0，这说明 ∀x ∈ Rd，fn(x) 不收敛到 f .

这说明，在 L1 范数下收敛并不能推出逐点收敛. 本习题告诉我们存在这样的例子，函数序列

{fn} 在 L1 范数下收敛到 f，但是 fn 在每个点都不收敛于 f .
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13. (Stein 中译本,P71.14) 前一章的习题 6 中我们得到了 m(B) = vdr
d，其中，B 是 Rd 中半径

为 r 的球，而 vd = m(B1)，其中 B1 是单位球. 这里我们估计 vd 的值.

(a) 对 d = 2，用推论 3.8 证明：

v2 = 2

∫ 1

−1

(1− x2)1/2dx,

通过微积分可以算出 v2 = π.

(b) 用类似的方法证明

vd = 2vd−1

∫ 1

0

(1− x2)
d−1
2 dx.

(c) 结果是

vd =
π

d
2

Γ(1 + d
2
)
.

随后在第 6 章的习题 5 中将给出另外一个推导方法.

证明. (a) 在 R2 中使用推论 3.8 以及 Fubini 定理立刻得到

m(B2
1) = 2

∫ 1

−1

(1− x2)1/2dx = 2

∫ π
2

−π
2

cos2 tdt = π.

(b) 我们记 m(Bd
r ) = µd(r)，其中 Bd

r 指的是 Rd 中以原点为圆心 r 为半径的球，在 Rd 中使用

推论 3.8，以及 Fubini 定理得：

µd(1) = m(Bd
1) =

∫ 1

−1

dx
∫
Rd−1

χB(0,
√
1−x2)(y)dy =

∫ 1

−1

µd−1(
√
1− x2)dx.

根据 Lebesgue测度的伸缩相对不变性，µd−1(
√
1− x2) = m(B(0,

√
1− x2)) = (1−x2)

d−1
2 m(B(0, 1)) =

(1− x2)
d−1
2 m(Bd−1

1 ).

所以

m(Bd
1) = m(Bd−1

1 )

∫ 1

−1

(1− x2)
d−1
2 dx = 2m(Bd−1

1 )

∫ 1

0

(1− x2)
d−1
2 dx.

(c)

m(Bd
1) = 2m(Bd−1

1 )

∫ 1

0

(1− x2)
d−1
2 dx = 2m(Bd−1

1 )

∫ π
2

0

cosd tdt =


(2π)k

(2k)!!
, n = 2k

2(2π)k

(2k+1)!!
, n = 2k + 1

.

这一结果可以统一地用 Gamma 函数表示：

m(Bd
1) =

π
d
2

Γ(1 + d
2
)
.

14. (Stein 中译本,P71.16) 假设 f 在 Rd 上是可积函数，若 δ = (δ1, · · · , δd) 是一个 d 元非零实

数组，且：

f δ(x) = f(δx) = f(δ1x1, · · · , δdxd).

证明 f δ 是可积的并满足： ∫
Rd

f δ(x)dx =
1

|δ1| · · · |δd|

∫
Rd

f(x)dx.
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证明. 因为 f 可积，反复运用 Fubini 定理以及 Lebesgue 测度的伸缩相对不变性即可：∫
Rd

f(δ1x1, · · · , δnxn)dx =

∫
Rd−1

d(x2, · · · , xn)

∫
R
f(δ1x1, · · · , δnxn)dx1

= |δ1|−1

∫
Rd−1

d(x2, · · · , xn)

∫
R
f(x1, · · · , δnxn)dx1

= |δ1|−1

∫
Rd

f(x1, · · · , δnxn)dx

= |δ1|−1

∫
Rd−1

d(x1, x3, · · · , xn)

∫
R
f(x1, δ2x2, · · · , δnxn)dx2

= |δ1|−1|δ2|−1

∫
Rd−1

d(x1, x3, · · · , xn)

∫
R
f(x1, x2, · · · , δnxn)dx2

= · · ·

= |δ1|−1 · · · |δn|−1

∫
Rd

f(x1, · · · , xn)dx.

15. (Stein 中译本,P71.14) 前一章的习题 6 中我们得到了 m(B) = vdr
d，其中，B 是 Rd 中半径

为 r 的球，而 vd = m(B1)，其中 B1 是单位球. 这里我们估计 vd 的值.

(a) 对 d = 2，用推论 3.8 证明：

v2 = 2

∫ 1

−1

(1− x2)1/2dx,

通过微积分可以算出 v2 = π.

(b) 用类似的方法证明

vd = 2vd−1

∫ 1

0

(1− x2)
d−1
2 dx.

(c) 结果是

vd =
π

d
2

Γ(1 + d
2
)
.

随后在第 6 章的习题 5 中将给出另外一个推导方法.

证明. (a) 在 R2 中使用推论 3.8 以及 Fubini 定理立刻得到

m(B2
1) = 2

∫ 1

−1

(1− x2)1/2dx = 2

∫ π
2

−π
2

cos2 tdt = π.

(b) 我们记 m(Bd
r ) = µd(r)，其中 Bd

r 指的是 Rd 中以原点为圆心 r 为半径的球，在 Rd 中使用

推论 3.8，以及 Fubini 定理得：

µd(1) = m(Bd
1) =

∫ 1

−1

dx
∫
Rd−1

χB(0,
√
1−x2)(y)dy =

∫ 1

−1

µd−1(
√
1− x2)dx.

根据 Lebesgue测度的伸缩相对不变性，µd−1(
√
1− x2) = m(B(0,

√
1− x2)) = (1−x2)

d−1
2 m(B(0, 1)) =

(1− x2)
d−1
2 m(Bd−1

1 ).

所以

m(Bd
1) = m(Bd−1

1 )

∫ 1

−1

(1− x2)
d−1
2 dx = 2m(Bd−1

1 )

∫ 1

0

(1− x2)
d−1
2 dx.
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(c)

m(Bd
1) = 2m(Bd−1

1 )

∫ 1

0

(1− x2)
d−1
2 dx = 2m(Bd−1

1 )

∫ π
2

0

cosd tdt =


(2π)k

(2k)!!
, n = 2k

2(2π)k

(2k+1)!!
, n = 2k + 1

.

这一结果可以统一地用 Gamma 函数表示：

m(Bd
1) =

π
d
2

Γ(1 + d
2
)
.

16. (Stein 中译本，P71，题 15) 考虑定义在 R 上的函数：

f(x) =

x− 1
2 , 0 < x < 1,

0, o.w.

设有理数 Q = {rn}n≥1，令：

F (x) =
∞∑

n=1

2−nf(x− rn).

证明：

(a) F 可积;

(b) 但是，在任何区间上，F 都无界，事实上，任何与 F 几乎处处相等的函数 F̃ 在任何区间

上无界. 这说明，尽管可积能够推出几乎处处有限，但是关于函数是否有界，从可积不能说明

任何事情.

证明. (a) 因为 F 是非负级数，所以根据 Levi 收敛定理的推论，积分和极限次序可交换，于

是，再结合 Lebesgue 积分的平移不变性可知∫
R
F (x)dx =

∞∑
n=1

∫
R
2−nf(x− rn)dx

=

∞∑
n=1

2−n

∫
R
f(x)dx

=
∞∑

n=1

2−n

∫ 1

0

1√
x

dx

=
∞∑

n=1

2−n · 2

= 2 < ∞.

所以，F (x) 可积.

(b) 任取区间 I，选取有理数 rN ∈ I◦，所以对任何 M > 0，取 ε(M) = 1
4NM2，则对于所有的

x ∈ (rN − ε(M), rN + ε(M)) ∩ I◦，都有：

F (x) =
∞∑

n=1

2−nf(x− rn) ≥ 2−Nf(x− rN ) ≥ 2−N ·
√
4NM2 = M.
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所以 F (x) 在 I 上无界. 对于 F̃ 和 F 几乎处处相等，仍然考虑上述论证，则 (rN − ε(M), rN +

ε(M)) ∩ I◦ 中除了一个零测集以外都有 F (x) = F̃ (x)，因此 F̃ 也在 I 上无界.

17. (Stein 中译本,P71.16) 假设 f 在 Rd 上是可积函数，若 δ = (δ1, · · · , δd) 是一个 d 元非零实

数组，且：

f δ(x) = f(δx) = f(δ1x1, · · · , δdxd).

证明 f δ 是可积的并满足： ∫
Rd

f δ(x)dx =
1

|δ1| · · · |δd|

∫
Rd

f(x)dx.

证明. 因为 f 可积，反复运用 Fubini 定理以及 Lebesgue 测度的伸缩相对不变性即可：∫
Rd

f(δ1x1, · · · , δnxn)dx =

∫
Rd−1

d(x2, · · · , xn)

∫
R
f(δ1x1, · · · , δnxn)dx1

= |δ1|−1

∫
Rd−1

d(x2, · · · , xn)

∫
R
f(x1, · · · , δnxn)dx1

= |δ1|−1

∫
Rd

f(x1, · · · , δnxn)dx

= |δ1|−1

∫
Rd−1

d(x1, x3, · · · , xn)

∫
R
f(x1, δ2x2, · · · , δnxn)dx2

= |δ1|−1|δ2|−1

∫
Rd−1

d(x1, x3, · · · , xn)

∫
R
f(x1, x2, · · · , δnxn)dx2

= · · ·

= |δ1|−1 · · · |δn|−1

∫
Rd

f(x1, · · · , xn)dx.

18. (Stein 中译本,P71.17)假定 f 在 R2 上定义如下：若 n ≤ x < n+1，且 n ≤ y < n+1(n ≥ 0)，

则 f(x, y) = an；若 n ≤ x < n+1且 n+1 ≤ y < n+2(n ≥ 0)，则 f(x, y) = −an. 若为其他情

况，则 f(x, y) = 0，这里 an =
∑

k≤n bk，其中 {bk} 是一个正数序列，而且
∑∞

k=0 bk = s < ∞.

(a) 验证每个截面 fy 和 fx 都可积，且对所有 x，
∫
fx(y)dy = 0，因此

∫
(f(x, y)dy) dx = 0.

(b)但是，若 0 ≤ y < 1，则
∫
fy(x)dx = a0，且当 n ≤ y < n+1，n ≥ 1时，

∫
fy(x)dx−an−an−1，

因此 y 7→
∫
fy(x)dx 在 (0,∞) 可积，而且:∫ (∫

f(x, y)dx
)

dy = s.

(c)
∫
R2 |f(x, y)|dxdy = ∞.

证明. (a) 记 [x] = m，[y] = n，则

fx(y) =


am,m ≤ x < m+ 1,

−am,m− 1 ≤ x < m+ 2,

0, otherwise,

fy(x) =


an, n ≤ x < n+ 1,

−an−1, n− 1 ≤ x < n,

0.otherwise
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可见，fx(y) 和 fy(x) 实际上是阶梯函数，其中每个区间测度有限，因此当然是可积函数.

再根据简单函数 Lebesgue 积分的定义：∫
R
fx(y)dy = am − am = 0.

因此
∫
(f(x, y)dy) dx = 0.

(b) 若 0 ≤ y < 1，则 fy(x) =

a0, 0 ≤ x < 1

0, otherwise
.

所以 ∫
fy(x)dx = a0 · 1 = a0.

另外，当 n ≤ y < n+ 1，n ≥ 1 时，根据 (a) 的结果以及 Lebesgue 积分的定义可知∫
fy(x)dx = an − an−1.

我们记 I(y) =
∫
fy(x)dx，则总结以上结果可得

I(y) =


a0, 0 ≤ y < 1

an − an−1, n ≤ y < n+ 1(n ≥ 1)

0, otherwise

.

我们取截断 IN (y) = χ[0,N+1)(y)I(y)，N ≥ 0，则每个 IN (y) 是阶梯函数，∫
IN (y)dy = a0 +

N∑
n=1

(an − an−1).

此时 {IN} 是单调递增的非负可测（事实上是非负可积）函数列，而且 IN → I(N → ∞)，根

据单调收敛定理：

lim
N

∫
IN =

∫
I = a0 +

∞∑
n=1

(an − an−1).

再结合 an 的定义可知 ∫
I =

∞∑
n=0

bn = s < ∞.

所以 I 是可积函数，而且 ∫
I =

∫ (∫
fdx

)
dy = s.

(c)|f(x, y)|是支撑在一些小方格上的函数，且在形如 [n, n+1)×[n, n+1)和 [n, n+1)×[n, n+2)

的小方格上取值为 an，所以，适当地做截断然后利用单调收敛定理立刻得到：∫
R2

|f(x, y)| d(x, y) = 2a0 + 2a1 + 2a2 + · · · = ∞.

19. (Stein 中译本,P72.18) 令 f 是 [0, 1] 上的可测有限值函数，假定 |f(x)− f(y)| 在 [0, 1]× [0, 1]

上可积，证明 f 在 [0, 1] 上可积.
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证明. 由 Fubini 定理，对任何一个固定的 y，F y(x) = |f(x) − f(y)| 对 x ∈ [0, 1] 可积，a.e.

y ∈ [0, 1].

所以 f(x)− f(y) 对 x ∈ [0, 1] 可积，a.e. y ∈ [0, 1]. 所以，任取一个 y ∈ [0, 1] 使得 f(x)− f(y)

关于 x 可积，则 f(x) = (f(x)− f(y)) + f(y) 对 x ∈ [0, 1] 可积.

20. (Stein 中译本,P72.19) 假定 f 在 Rd 上是可积函数，则对每个 α > 0，令 Eα = {|f | > α}，

证明： ∫
Rd

|f(x)|dx =

∫ ∞

0

m(Eα)dα.

证明. 令 F : Rd × (0,∞] → R，F (x, α) = χEα
(x)，因为 f 是 Rd 上可积函数，所以 f 在 Rd

上几乎处处有限，即存在 αx，使得 |f(x)| ≤ αx，a.e. x ∈ R. 对 F (x, α) 用非负可测函数的

Fubini 定理可得： ∫
Rd×(0,∞]

F (x, α) d(x, α) =
∫
Rd

(∫ ∞

0

χEα
(x)dα

)
dx

=

∫
Rd

(∫ |f(x)|

0

dα
)

dx

=

∫
Rd

|f(x)|dx.

另一方面，由非负可测函数的 Fubini 定理并依据定义：∫
Rd×(0,∞]

F (x, α) d(x, α) =
∫
(0,∞]

(∫
Rd

χEα
(x)

)
dα =

∫ ∞

0

m(α)dα.

21. (Stein 中译本，P72，题 20) 可测集的某些截面可能存在不可测的问题，可以通过限制在可

测函数和 Borel 集上加以避免. 事实上，这是因为有如下结论：

假定 E 是 R2 的 Borel 集，则对每个 y，截面 Ey 都是 R 的 Borel 集.

证明该结论.

证明. 我们记 C ⊂ 2R
2

为 C = {E ∈ 2R
2

: Ey是 R 的 Borel 集}. 我们只要证明 C 是一个 σ 代

数以及 C 包含 R2 中所有开集，一旦证明了这一点，则 R2 中 Borel σ-代数 B 就满足 B ⊂ C

（根据定义，B 是包含一切 R2 的开集的最小 σ-代数.）

首先证明 C 是一个 σ 代数. (1)R2y = R1，∅y = ∅，所以 R ∈ C，∅ ∈ C；(2) 若 Ei ∈ S，

i = 1, 2, · · ·，则 Ey
i 都是 R1 中的 Borel 集，这说明

⋃∞
i=1 E

y
i 也是 R1 中的 Borel 集. 根据定义，

(
⋃∞

i=1 Ei)
y
= {x : (x, y) ∈

⋃∞
i=1 Ei} =

⋃∞
i=1 {x : (x, y) ∈ Ei} =

⋃∞
i=1 E

y
i，所以

⋃∞
i=1 Ei ∈ C，所

以 C 对可数并是封闭的；(3) 若 E1, E2 ∈ S，则 Ey
1 和 Ey

2 是 R1 中 Borel 集，所以 Ey
1 − Ey

2

也是 R1 中的 Borel 集，而根据定义 (E1 − E2)
y = {x : (x, y) ∈ E1, (x, y) /∈ E2} = Ey

1 − Ey
2，

所以 C 对集合的差也封闭. 综上所述 C 是一个 σ 代数.
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再说明 C 包含 R2 的所有开集. ∀O ⊂ R2 是开集，考虑 Oy = {x : (x, y) ∈ O}. ∀x ∈ Oy，

(x, y) ∈ O，于是存在 Br(x, y) ⊂ O，所以 (x− r, x+ r) ⊂ Oy，所以 x 是 Oy 的内点，以上证

明了 Oy 是开集，从而是 R1 中的 Borel 集，所以 O ∈ C，所以 C ⊃ B，其中 B 指的是 R2

中的 Borel σ-代数，证明完毕.

22. (Stein 中译本，P72，题 21) 假设 f 和 g 都是 Rd 上的可测函数.

(a) 证明 f(x− y)g(y) 在 R2d 上是可测的.

(b) 证明若 f 和 g 在 Rd 上均可积，则 f(x− y)g(y) 在 R2d 上也可积.

(c) 将 f 和 g 的卷积定义为：

(f ∗ g)(x) =
∫
Rd

f(x− y)g(y)dy.

证明对 a.e. x，f ∗ g 良定义.

(d) 证明，只要 f 和 g 可积，f ∗ g 就可积，而且：

‖f ∗ g‖L1(Rd) = ‖f‖L1(Rd)‖g‖L1(Rd).

当 f 和 g 非负时，等号成立.

(e) 可积函数 f 的 Fourier 变换定义为：

f̂(ξ) =

∫
Rd

f(x)e−2πixξdx.

验证 f̂ 是有界函数而且关于 ξ 连续. 证明，对每个 ξ，都有：

(f̂ ∗ g)(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ).

(a)

证明. 若 O ⊂ R 是开集，它在映射 (x, y) 7→ g(y) 下的原像集为 Rd × g−1(O)，因为 O 是开集，

g 作为 Rd → R 的映射是可测函数，于是 g−1(O) 是 Rd 中的可测集，所以 Rd × g−1(O) 是 R2d

中的可测集. 所以 (x, y) 7→ g(y) 是可测函数.

再考虑 O 在 (x, y) 7→ f(x−y)下的原像集，事实上该映射可以写成 f ◦T，其中 T 是 R2d → Rd

的线性映射 (x, y) 7→ x − y. 则 O 的原像集为 T−1(f−1(O)). 因为 f 是 Rd 上可测函数，所以

f−1(O) 是可测集. 记 E = f−1(O) 为可测集，则以下只需要证明 T−1(E) 是 R2d 上可测集.

注意，若 O 是开集，则 T−1(O)也是开集，所以，若 E 是 Gδ 集，则取可数交可知 T−1(E)也是

Gδ 集. 现在令 Gk = T−1(E)∩B(0, k)，对任何 Rd 中的开集 O，我们计算 m(T−1(O)∩B(0, k)).

则 χT−1(O)∩B(0,k) = χT−1(O)χB(0,k) = χO(x− y)χB(0,k)(y).
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根据测度的平移不变性，以及非负可测函数的 Fubini 定理，我们有：

m(T−1(O) ∩B(0, k)) =

∫
χO(x− y)χB(0,k)(y)dydx

=

∫ (∫
χO(x− y)dx

)
χB(0,k)(y)dy

=

∫ (∫
χO(x)dx

)
χB(0,k)(y)dy

= m(O)

∫
χB(0,k)(y)dy

= m(O)m(B(0, k))

若 E 是零测集，则存在开集序列 {On} 使得 E ⊂ On 且 m(On) → 0，根据上面的结果取极限

n → ∞ 可知 m(Gk) = 0，所以再取极限 k → ∞ 可知 m(E) = 0. 若 E 不是零测集，则它可写

成一个 Gδ 集和一个零测集的差，取原像可知 T−1(E) 是可测集.

以上说明了 f(x − y) 和 g(y) 都是 R2d 上的可测函数，因而它们的乘积也是 R2d 上可测函

数.

(b)

证明. 考虑 |f(x− y)g(y)|，则 |f(x− y)g(y)| 非负可测，根据非负可测函数的 Fubini 定理并结

合积分的平移不变性可知：∫
R2d

|f(x− y)g(y)| d(x, y) =
∫
Rd

|g(y)|
∫
Rd

|f(x− y)|dxdy

=

∫
Rd

|g(y)|
∫
Rd

|f(x)|dxdy

=

(∫
Rd

|f(x)|dx
)(∫

Rd

|g(y)|dy
)

< ∞.

最后的小于号用到 |f(x)| 和 |g(y)| 在 Rd 上可积.

(c)

证明. 在这一小问中要求对可积函数 f 和 g 定义卷积. 因为 f(x − y)g(y) 是 R2d 上可积函数，

所以由 Fubini 定理可知，对几乎处处 x ∈ Rd，f(x− y)g(y) 关于 y 在 Rd 上可积.

(d)

证明. 由 (b) 可知 f ∗ g 在 R2d 上可积，于是可以对卷积 f ∗ g 用 Lebesgue 积分的三角不等式
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并结合 Fubini 定理以及 b 的结果可知：∫
Rd

∣∣∣∣∫
Rd

f(x− y)g(y)dy
∣∣∣∣dx ≤

∫
Rd

∫
Rd

|f(x− y)g(y)|dydx

=

∫
R2d

|f(x− y)g(y)|dydx

=

(∫
Rd

|f(x)|dx
)(∫

Rd

|g(y)|dy
)

= ‖f‖L1Rd‖g‖L1(Rd).

而且，当 f 和 g 均非负可积时，等号成立.

(e)

证明.

|f̂(ξ)| ≤
∫
Rd

|f(x)||e2πix·ξ|dx

=

∫
Rd

|f(x)|dx.

因为 f 可积，所以积分
∫
Rd |f(x)|dx 是一个不依赖于 ξ 的有限实数，所以 f̂(ξ) 是有界函数.

因为 f̂(ξ) 被可积函数 f(x) 控制，所以，由积分的控制收敛定理（LDC）可知：

lim
ξ→ξ0

f̂(ξ) = lim
ξ→ξ0

∫
Rd

f(x)e−2πix·ξdx =

∫
Rd

lim
ξ→ξ0

f(x)e−2πix·ξdx =

∫
Rd

f(x)e2πix·ξ0dx = f̂(ξ0).

所以 f̂ 关于 ξ 连续且有界.

最后，对每个 ξ，我们计算 (f̂ ∗ g)(ξ)：

(f̂ ∗ g)(ξ) =
∫
Rd

(f ∗ g)(x)e−2πix·ξdx

=

∫
Rd

∫
Rd

f(x− y)g(y)e−2πix·ξdydx

=

∫
Rd

∫
Rd

f(x− y)g(y)e−2πi(x−y)·ξ · e−2πiy·ξdydx

=

∫
Rd

g(y)e−2πiy·ξdy
(∫

Rd

f(x− y)e−2πi(x−y)·ξdx
)

=

(∫
Rd

g(y)e−2πiy·ξdy
)(∫

Rd

f(x)e−2πix·ξdx
)

= f̂(ξ) · ĝ(ξ).

23. (Stein 中译本，P72，题 22，Riemann-Lebesgue 引理) 证明，若 f ∈ L1(Rd)，其 Fourier

变换为：

f̂(ξ) =

∫
Rd

f(x)e−2πix·ξdx,

则，当 |ξ| → ∞ 时，f̂(ξ) → 0.
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证明. 本题的关键是运用 Fourier 变换的周期性. 考虑 ξ′ = 1
2
· ξ
|ξ|2，于是，根据 Lebesgue 积分

的平移不变性：

f̂(ξ) =
1

2

∫
Rd

[f(x)e−2πix·ξ + f(x− ξ′)e−2πi(x−ξ′)ξ]dx

=
1

2

∫
Rd

[f(x)e−2πix·ξ + f(x− ξ′)e
−2πixξ+2πi· 12

|ξ|2

|ξ|2 ]dx

=
1

2

∫
Rd

[f(x)e−2πix·ξ + f(x− ξ′)e−2πix·ξ · eπi]dx

=
1

2

∫
Rd

[f(x)− f(x− ξ′)]e−2πixξdx.

根据题 2 的结果，limh→0

∫
|f(x+ h)− f(x)|dx = 0. 当 |ξ| → ∞ 时，|ξ′| = 1

2|ξ| → 0，于是：

|f̂(ξ)| ≤ 1

2

∫
Rd

|f(x)− f(x− ξ′)|dx → 0 (|ξ| → ∞).

24. (Stein 中译本，P73，题 23)不存在函数 I ∈ L1(Rd)，使得对所有 f ∈ L1(Rd)，都有 f ∗I = f .

证明. 假设存在，因为 f 和 I 都可积，于是对等式两边同时做 Fourier 变换并结合题 21 中得

到的性质可得

f̂(ξ)Î(ξ) = f̂(ξ).

在 Rd 逐点成立.

注意假设条件是以上对 L1 中每个函数 f̂ 都成立，于是只能是：

Î(ξ) ≡ 1.

但是，我们指出常值函数 1不可能是一个 L1函数的 Fourier变换，这是由于 Riemann-Lebesgue

引理要求当 |ξ| → ∞ 时由 |Î(ξ)| → 0，矛盾.

25. (Stein 中译本，P72，题 24) 考虑卷积：

(f ∗ g)(x) =
∫
Rd

f(x− y)g(y)dy.

(a) 证明，当 f 可积且 g 有界时，f ∗ g 一致连续;

(b)（在 (a) 的条件下）若 g 可积，则当 |x| → ∞ 时，(f ∗ g)(x) → 0.

证明. (a) 因为 g(y) 有界，所以存在 M > 0 使得 |g(y)| ≤ M，∀y ∈ Rd.

∀ε > 0，因为 f ∈ L1(Rd)，所以存在 h ∈ Cc(Rd) 使得 ‖f − h‖ < ε/3M .

所以，对于 x1, x2 ∈ Rd，

|(f ∗ g)(x1)− (f ∗ g)(x2)| ≤ M

∫
Rd

|f(x1 − y)− f(x2 − y)|dy

= M‖fx1
− fx2

‖

≤ M(‖fx1
− hx1

‖+ ‖fx2
− hx2

‖+ ‖hx1
− hx2

‖).
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这里，fx1
(y) = f(x1 − y)，fx2

(y) = f(x2 − y)，等等.

根据 Lebesgue积分的平移以及反射不变性，‖fx1
− hx1

‖ = ‖fx2
− hx2

‖ = ‖f − h‖ ≤ ε
3M

. 另一

方面，对于 ‖hx1
− hx2

‖，由于 h紧支撑，所以当 x1和 x2之间的距离足够近时，存在一个紧集K

使得 hx1
和 hx2

都支撑在 K 上.注意 h是支撑在紧集 K 上的连续函数，所以 h在 K 上一致连

续，因此对于 ε
3Mm(K)

，存在 δ > 0，使得只要 |z2−z1| < δ，就有 |h(z2)−h(z1)| < ε/(3Mm(K))，

特别地，当 |x1 − x2| < δ 时：

‖hx1
− hx2

‖ =

∫
Rd

|h(x1 − y)− h(x2 − y)|dy ≤
∫
K

ε

3m(K)
dy = ε/3M.

作为本题的结果，∀ε > 0，存在 δ > 0，使得当 |x1 − x2| < δ 时，就有：

|(f ∗ g)(x1)− (f ∗ g)(x2)| ≤ ε.

所以 f ∗ g 一致连续.

(b)

证明. 若 g 是有界且是可积的，同与 (a) 相同的策略：∫
Rd

|f(x− y)g(y)|dy ≤
∫
Rd

|h(x− y)g(y)|dy +
∫
Rd

|f(x− y)− h(x− y)||g(y)|dy

≤
∫
x−y∈K

|h(x− y)||g(y)|dy +M‖f − h‖

≤ N

∫
y∈x+K

|g(y)|dy +M‖f − h‖.

其中 N 是 h 在其支撑集上的上界，∀ε > 0，我们取 ‖f − h‖ < ε
2
. 另外，因为 g 可积，根据

积分关于区间的绝对连续性可知存在 B(0, k) 使得
∫
B(0,k)c

|g(y)|dy < ε
2N
，于是当 |x| > k 时

我们有
∫
y∈x+K

|g(y)|dy ≤
∫
y∈B(0,k)c

|g(y)|dy < ε
2N
，由此我们得到，∀ε > 0，存在 k，使得当

|x| > k 时，我们有：

|(f ∗ g)(x)| ≤ ε.

26. (Stein 中译本，P73，题 25) 对每个 ε > 0，函数 F (ξ) = 1
(1+|ξ|2)ε 是某个 L1 可积函数的

Fourier 变换.

证明. 我们考虑好核：

Kδ(x) = e−π|x|2/δδ−d/2.

考虑积分：

f(x) =

∫ ∞

0

Kδ(x)e
−πδδε−1dδ.

令 g(δ, x) = Kδ(x)e
−πδδε−1，则根据非负可测函数的 Fubini定理以及好核的积分

∫
Rd Kδ(x)dx =

1 可知： ∫
Rd

∫ ∞

0

|g(δ, x)|dδdx =

(∫
Rd

Kδ(x)dx
)(∫ ∞

0

e−πδδε−1dδ
)

< ∞.
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所以 g 是可积的，根据 Fubini定理可知 f(x) =
∫∞
0

g(δ, x)dδ ∈ L1(Rd). 我们计算 f 的 Fourier

变换，事实上：

f̂(ξ) =

∫
Rd

f(x)e−2πix·ξdx =

∫ ∞

0

e−πδδε−1

∫
Rd

Kδ(x)e
−2πix·ξdxdδ.

由 Fourier 反演公式可知，Gauss 函数 G(ξ) = e−πδ|ξ|2e2πix·ξ 可以写成如下的 Fourier 变换：

G(ξ) =

∫
Rd

Ĝ(y)e2πiξ·ydy =

∫
Rd

Kδ(x− y)e2πiξ·(y−x) · e2πiξ·xdy.

根据积分的反射以及平移不变性：

G(ξ) = e2πiξ·x
∫
Rd

Kδ(y)e
−2πiξ·ydy.

所以：

K̂(ξ) =

∫
Rd

Kδ(x)e
−2πix·xdx = e−πδ|ξ|2 .

这证明了：

f̂(ξ) =

∫ ∞

0

e−πδ|ξ|2e−πδδε−1dδ.

根据 Gamma 函数的定义 Γ (s) =
∫∞
0

e−tts−1dt 可以计算得

f̂(ξ) = π−εΓ (ε)
1

(1 + |ξ|2)ε
.

27. (Stein 中译本，P74，问题 4) 我们从第一章习题 8 已经看出，若 E 是 Rd 的可测集，L 是

Rd 到 Rd 的线性变换，则 L(E) 也是可测集，且若 E 的测度为 0，则 L(E) 也是如此. 事实上，

一般地，我们有：

m(L(E)) = | detL|m(E).

作为一个特殊情形，Lebesgue 测度在旋转下是不变的.（这个特殊情况的证明参见下一章的习

题 26）

(a) 首先考虑 d = 2 的情况，若 L 是严格上三角变换：(x, y) 7→ (x′, y′) = (x+ ay, y)，则有：

m(L(E)) = m(E).

(b) 类似地，若 L 是严格下三角变换，则同样有 m(L(E)) = m(E). 一般地，L 可以分解为

L1DL2，其中 Lj 是严格上（下）三角而 D 是对角的，由此说明 m(L(E)) = m(E) 对一般的

线性变换是成立的.
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证明. (a) 采用 Fubini 定理进行计算：

m(L(E)) =

∫
R2

χL(E)(x, y) d(x, y)

=

∫
R2

χ(x− ay, y) d(x, y)

=

∫
R

(∫
R
χE(x− ay, y)dx

)
dy

=

∫
R

(∫
R
χE(x, y)dx

)
dy

=

∫
R2

χE(x, y) d(x, y)

= m(E).

(b) 由线性代数的知识可知任何线性变换可以分解为 L = L1DL2，其中 L1 是下三角变换，

L2 是上三角变换，D 是对角变换. 我们做适当调整可以使 L1 和 L2 的对角元都是 1，此时

detL1 = detL2 = 1，所以 detD = detL = δ1δ2，其中 δ1 和 δ2 是 D 的两个对角元.

由第一章习题 7 的结论可知，m(D(E)) = |δ1δ2|m(E). 所以：

m(L(E)) = m(L1DL2(E)) = m(L1D(E)) = m(D(E)) = |δ1δ2|m(E) = | detL|m(E).

28. (Stein 中译本,P73, 问题 1)若 f 在 [0, 2π]上是可积的，则当 |n| → ∞时，
∫ 2π

0
f(x)e−inxdx →

0. 作为一个推论，若 E 是 [0, 2π] 的可测子集，则当 n → ∞ 时，对任何实数序列 {un}，都成

立： ∫
E

cos2(nx+ un)dx → m(E)

2
, (n → ∞).

证明. 我们回忆 Riemann-Lebesgue 引理，对于可积函数 f ∈ L1(Rd)，其 Fourier 变换定义

为 f̂(ξ) =
∫
Rd f(x)e

−2πix·ξdx. Riemann-Lebesgue 告诉我们 lim|ξ|→∞ f̂(ξ) = 0. 特别地，对

f(x) ∈ L1([0, 2π])，我们使用函数 f(x) · χ[0,2π](x) 的 Riemann-Lebesgue 定理立即得到：∫
R
f(x)χ[0,2π](x)e

−inxdx =

∫ 2π

0

f(x)e−inxdx → 0(n → ∞).

作为推论，对于 E 是 [0, 2π] 的可测子集，我们计算积分：∫
E

cos2(nx+ un)dx =

∫
E

1

2
(cos(2nx+ 2un) + 1)dx =

1

2

∫
E

cos(2nx+ 2un)dx+
1

2
m(E).

对于第一项，实际上我们有：∫
E

cos(2nx+ 2un)dx =

∫
E

cos(−2nx− 2un)dx = Re
(∫

E

e−i2πnx−i2πundx
)
.

注意到，e−i2πun 在 E 是可积的（事实上积分为 m(E)e−i2πun，根据我们已经得到的结果：∫
E

e−i2πnx−i2πundx → 0, (n → ∞).
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所以，取极限可得

lim
n→∞

∫
E

cos2(nx+ un)dx =
m(E)

2
.

29. (Stein 中译本,P73, 问题 2,Cantor-Lebesgue 定理的 L1 情形1)

设 An = an cosnx+ bn sinnx，级数
∑∞

n=0 An(x) 在一个正测集上逐点收敛，则当 n → ∞ 时，

an → 0 且 bn → 0.

证明. (本题的思路来源于网络) 设定为：
∑

n An(x) 在正测度集 E 上逐点收敛，根据可测函数

的极限仍然是可测函数可知
∑

n An(x) 定义了一个在 E 上逐点收敛的可测函数，根据 Egorov

定理，存在一个正测度集 F，F 和 E 的测度之差可以任意小，使得
∑

n An(x) 在 F 上一致收

敛. 此时，根据函数列一致收敛性的 Cauchy 准则可知，在 F 上成立 An(x) ⇒ 0.

我们现在将 An 重新变换为 An =
√
a2n + b2n cos(nx+ dn)，其中 dn 是实数序列. 注意 An(x)

2

在 E 上也一致收敛到零，所以:

(a2n + b2n) cos2(nx+ dn) ⇒ 0(n → ∞)

我们根据 Stein 中译本，P73，问题 1 的结果，对上式左端积分可得∫
F∩[kπ,(k+2)π]

(a2n + b2n) cos2(nx+ dn)dx =
1

2
m(F ∩ [kπ, (k + 2)π])(a2n + b2n) → 0(n → ∞).

其中，整数 k 的选取是使得 F ∩ [kπ, (k + 2)π] 是正测度的（这总是可以做到，因为 F 是正测

度的，而我们知道对 [0, 2π] 做 π 整数倍平移不影响积分值，所以可以将 F ∩ [kπ, (k + 2)π] 当

作 [0, 2π] 的可测子集而运用问题 1 的结果）. 因为 m(F ∩ [kπ, (k+2)π]) > 0 且是一个和 n 无

关的常数，因此有：

a2n + b2n → 0(n → ∞).

这说明 an → 0 且 bn → 0(n → ∞).

评注 1. 这道题的证明非常精彩！值得反复回味（其实就是高中数学三角函数变换）.

30. (Stein 中译本，P73，问题 3，依测度收敛)对于 Rd 上可测函数序列 {fk}，如果对任何 ε > 0，

都成立：

当 k, l → ∞ 时，m({x : |fk(x)− fl(x)| > ε}) → 0,

则称 {fk} 是依测度收敛的 Cauchy 列（形象地说，依测度收敛指的是不满足 Cauchy 条件的

点越来越 “少”，或者用概率论的语言，概率越来越 “低”）.

当 k, l → ∞ 时，m({x : |fk(x)− fl(x)| > ε}) → 0,

1这一定理通常在 L2 语言下叙述.
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如果对任何 ε > 0，都成立：当 k → ∞ 时，m({x : |fk(x)− f(x)| > ε}) → 0, 则称 {fk} 是依

测度收敛到 f（根据可测函数的极限性质，f 当然也自动是可测函数）.

问题：证明，若一个可积函数序列 {fk} 在 L1 意义下收敛到 f 吗，则 {fk} 依测度收敛到 f .

反过来是否成立？

评注 2. 这个习题解释了依测度收敛和 L1 收敛的联系，注意区分 L1 收敛、依测度收敛和逐

点收敛的概念.

证明. 证明是利用 Tchebychev 不等式：

m({x : |fk(x)− f(x)| > ε}) ≤ 1

ε

∫
Rd

|fk(x)− f(x)|dx.

因为 fk → f 在 L1 下，所以 ∀δ > 0，对于 δε，存在 N 足够大，使得∫
Rd

|fk(x)− f(x)| < δε, ∀k ≥ N.

此时有

m({x : |fk(x)− f(x)| > ε}) < 1

ε
· δε = δ.

这就证明了 L1 收敛蕴含依测度收敛. 这主要是因为 Tchebychev 不等式告诉我们形如 {g(x) >

l} 的集合的测度可以被积分控制，而 L1 收敛正是 “积分的收敛”.

一般地，该结论反过来不对，即依测度收敛不能推出 L1 收敛. 例如考虑可测函数列 fn(x) =n, x ∈ [0, 1
n
],

0, otherwise
该函数显然依测度收敛到 f(x) ≡ 0，但是，考虑 L1 范数：

‖fn − f‖ = n · 1
n
= 1, ∀n ∈ N.

这说明 fn 在 L1 范数下不收敛到 f .


