
第三章习题：微分与积分

2023 年 5 月 14 日

1. (Stein 中译本，P108，题 1) 设 φ 是 Rd 上可测函数，满足
∫
Rd φ(x)dx = 1. 设 Kδ(x) =

δ−dφ(x/δ)，δ > 0.

(a) 证明 {Kδ}δ>0 是好核;

(b) 假设 φ 有界且支撑在有界集上，证明 {Kδ}δ>0 是恒同逼近;

(c) 证明，若 f ∈ L1(Rd) 且 {Kδ}δ>0 是好核，则对每个 δ > 0，卷积 f ∗ Kδ 是可积的而且

∥(f ∗Kδ)− f∥L1 → 0(δ → 0).

证明. (a) 用 Lebesgue 积分的伸缩相对不变性可知
∫
Rd Kδ(x)dx = 1，∀δ > 0.

另外，
∫
Rd |Kδ(x)|dx = δ−d

∫
Rd |φ(x/δ)|dx = δ−dδd

∫
Rd |φ(x)|dx = ∥φ∥L1，所以

∫
Rd |Kδ| 有界.

最后，∀η > 0，∫
|x|≥η

Kδ(x)dx =

∫
|x|≥η

δ−d|φ(x/δ)|dx = δ−d

∫
Rd

|φ(x/δ)|χ{|x|≥η}dx

= δ−d

∫
Rd

|φ(x)|χ|x|≥η(δx)dx

≤ δ−d

∫
Rd

|φ(x)|dx

≤ ∥φ∥L1δ
−d → 0(δ → 0).

以上说明 {Kδ}δ>0 是好核.

(b) 我们要证明以下两个不等式：

|Kδ(x)| ≤
c

δd
,

其中 c 是一个和 δ 和 x 无关的常数. 另外：

|Kδ(x)| ≤
c′δ

|x|d+1
.

其中 c′ 也是一个和 x 与 δ 无关的常数.

其中，由 φ 的可积性立刻知第一个不等式成立，对于第二个不等式，因为 φ 是有限支撑的，所

以存在一个球 B(0, r) 使得 B(0, r) 包含 φ 的支撑集.

若 x/δ 不在 φ 的支撑集上，则不用证明，如果 x/δ 在 φ 的支撑集上，则只需证明

|φ(x/δ)| ≤ c′δd+1

|x|d+1
.
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我们记 y = x/δ，则只需证明

|φ(y)| ≤ c′

|y|d+1
.

这完全是 φ 的性质，事实上，若 y 在 φ 的支撑集内，则 |y| < r，因此：

|φ(y)| = M · r
d+1

rd+1
≤ Mrd+1

|y|d+1
.

其中 M 是 φ 的上界，我们取 c′ = Mrd+1，则 c′ 是一个只和 φ 有关的常数.

(c) 与第二章习题 21 类似（用非负可测函数函数的 Fubini 定理进行估计）可知 f ∗Kδ 是可积

的. 我们令

|∆δ| =
∣∣∣∣∫

Rd

f(x− y)Kδ(y)dy − f(x)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Rd

f(x− y)Kδ(y)dy −
∫
Rd

f(x)Kδ(y)dy
∣∣∣∣

=

∫
Rd

|f(x− y)− f(x)||Kδ(y)|dy

运用 Fubini 定理可知：

∥∆δ∥L1 =

∫
Rd

∥f(x− y)− f(x)∥L1(x)|Kδ(y)|dy.

∀ε > 0，根据 L1 范数的整体连续性，存在 η > 0，使得当 |y| < η 时，成立：

∥f(x− y)− f(x)∥L1 ≤ ε.

所以，∥∆δ∥L1 有如下的分段估计：

∥∆δ∥L1 ≤
∫
|y|≤η

∥f(x− y)− f(x)∥L1(x)|Kδ(y)|dy +
∫
|y|>η

∥f(x− y)− f(x)∥L1(x)|Kδ(y)|dy

≤ ∥f(x− y)− f(x)∥L1 + 2∥f∥L1

∫
|y|>η

|Kδ(y)|dy.

因为
∫
|y|>η

|Kδ(y)|dy → 0(δ → 0)，所以对所有足够小的 δ 都有
∫
|y|>η

|Kδ(y)|dy < ε，所以：

∥∆δ∥L1 ≤ (2∥f∥L1 + 1)ε.

2. (Stein 中译本，P108，题 2) 假设 {Kδ}δ>0 是好核，满足：

(i) 对所有 δ > 0，都有 |Kδ(x)| ≤ Aδ−d;

(ii) 对所有 δ > 0，都有 |Kδ(x)| ≤ cδ
|x|d+1 ;

(iii) 对所有 δ > 0，
∫
Rd Kδ(x)dx = 0.

因此 Kδ 满足恒同逼近条件中的 (i) 和 (ii)，但 Kδ 的积分是 0 而不是 1，证明在这种状况下，

若 f ∈ L1(Rd)，则：

(f ∗Kδ)(x) → 0 for a.e. x, as δ → 0.
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证明. 事实上我们任选一族恒同逼近 {Xδ}δ>0，我们断言 {Xδ +Kδ}δ>0 也是一族恒同逼近，对

于后两条性质将相应的常数合并即可看出，对于积分归一化的性质由积分的线性性可以看出.

对于恒同逼近 {Xδ +Kδ}δ>0，对 f 的 Lebsegue 集中的任意一点 x 都成立：

(f ∗ (Kδ +Xδ))(x) → f(x), (δ → 0)

另外，对恒同逼近 Xδ，成立：

(f ∗ (Xδ))(x) → f(x), (δ → 0)

结合上面两个结果可得：

(f ∗Kδ) → 0, (δ → 0)

注意 f 是 L1 可积函数，x 是 f 是 Lebesgue 点，a.e.x ∈ Rd，所以

(f ∗Kδ)(x) → 0 for a.e. x, as δ → 0.

3. (Stein 中译本，P108，题 3) 假设 0 是集合 E ⊂ R 的 Lebesgue 密度点. 证明，存在满足如

下条件的无穷点列 {xn} ⊂ E, xn ̸= 0，而且成立 xn → 0(n → ∞).

(a) 对所有 n，−xn ∈ E;

(b) 对所有 n，xn ∈ E.

证明. (a) 因为 0 是 E 的 Lebesgue 密度点，所以 lim
m(B)→0

B∋0

m(B∩E)
m(B)

= 1. 所以，对 1
2
，存在 N，使

得 ∀n ≥ N，都有
m(B(0, 1

n
) ∩ E)

2
n

≥ 2

3
.

所以 m(B(0, 1
n
) ∩ E) ≥ 4

3n
.

这说明，存在 xn ∈ B(0, 1
n
)∩E，xn ̸= 0，使得 m(−xn ∈ B(0, 1

n
))∩E，否则，m(−(B(0, 4

3n
)∩

E) ∩ E) = m({0}) = 0. 根据 Lebesgue 测度的反射不变性可知：

m(−(B(0,
1

n
) ∩ E)) = m(B(0,

1

n
) ∩ E) ≥ 1

n
.

所以此时:

m(B(0,
1

n
) ∩ E) ≤ m(B(0,

1

n
)−m(−B(0,

1

n
) ∩ E)) ≤ 2

n
− 4

3n
=

2

3n
.

这与 m(B(0, 1
n
) ∩ E) ≥ 4

3n
矛盾.

由此选出一个点列 {xk}∞k=n ⊂ E，满足 xk ̸= 0 以及 −xk ∈ E，则 xk ∈ B(0, 1
k
) ⇒ xk → 0(k →

∞).

(b) 思路类似，与 (a) 同理可得对于 2
3
，存在 N，使得 ∀n ≥ N 都有：

m(B(0,
1

n
) ∩ E) ≥ 2

n
· 2
3
=

4

3n
.
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因此：

m(B(0,
1

2n
) ∩ E) ≥ 2

3n
.

我们断言存在 xn ∈ B(0, 1
2n
)∩E，xn ̸= 0，使得 2xn ∈ B(0, 1

n
)∩E，否则，∀x ∈ B(0, 1

2n
)∩E，

2x /∈ E. 因此，m(2(B(0, 1
2n
) ∩ E) ∩ E) = 0. 但是，根据 Lebesgue 测度的伸缩相对不变性，

m(2(B(0, 1
2n
) ∩ E)) ≥ 4

3n
，所以：

m(E ∩B(0,
1

n
)) ≤ m(B(0,

1

n
)− 2(B(0,

1

2n
) ∩ E)) ≤ 2

n
− 4

3n
=

2

3n
.

这与 m(E ∩B(0, 1
n
)) ≥ 4

3n
矛盾. 与 (a) 相同的论证说明 {xk}k≥n 满足题给条件.

4. (Stein 中译本，P108，题 4) 证明，若 f 在 Rd 上可积，且 f 不恒为零，则对某个 c 和所有

|x| ≥ 1，

f∗(x) ≥ c

|x|d
.

由此得出，f∗ 在 Rd 上不可积. 接着证明只要 ∥f∥L1 = 1，弱型估计就是 “最优的”. 其中弱型

估计指的是：

m({x : f∗(x) > α}) ≤ c

α
.

对所有 α > 0 成立.

“最优的” 含义是：若 f 支撑在单位球上而且满足
∫
|f | = 1，则对某个 c′ > 0，以及所有充分

小的 α，成立：

m({x : f∗(x) > α}) ≥ c′

α
.

证明. 第一部分，考虑如下的简单估计：

f∗(x) = sup
B

x∋B

1

m(B)

∫
B

|f(y)|dy

≥ 1

m(B(0, r))

∫
B(0,r)

|f(y)|dy

≥ 1

m(B(0, |x|))

∫
B(0,1)

|f(y)|dy

=
1

vd|x|d

∫
B(0,1)

|f(y)|dy.

在上述估计中我们取 r > |x| ≥ 1. 这里的 c =
∫
B(0,1)

|f(y)|dy
vd

的确是一个和 x 无关的常数.

若 f 支撑在单位球上而且
∫
|f | = 1，则以上的简单估计可以变成：

f∗(x) ≥ 1

vd|x|d
.

所以，当 α 足够小（确切地说是 1
vdα

< 1）时：

{x : f∗(x) > α} ⊃
{
x :

1

vd|x|d
> α

}
=

{
x : |x|d <

1

vdα

}
.

所以，

m({x : f∗(x) > α}) ≥ m

({
x : |x|d <

1

vdα

})
= vd

1

vdα
=

1

α
.
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5. (Stein 中译本，P109，题 5) 考虑定义在 R 上的函数

f(x) =


1

|x|(log 1
|x|)

2 , |x| ≤ 1
2
,

0, o.w.

(a) 验证 f 可积;

(b) 对某个 c > 0 以及所有的 |x| ≤ 1
2
，证明如下不等式：

f∗(x) ≥ c

|x|
(

log 1
|x|

) .
从而得出 Hardy-Littlewood 极大函数 f∗ /∈ L1

loc(Rd).

证明. (a) 事实上，∫
|x|≤ 1

2

1

|x|(log(1/|x|))2 = 2

∫ 1
2

0

1

x(log 1/x)2 dx = 2

∫ 1
2

0

1

(log 1/x)2 d logx = 2
1

log 1/x

∣∣∣∣ 12
0

=
2

log 2 .

(b) 对 |x| ≤ 1
2
，我们取 B = B(0, |x|) 是以 0 为中心，|x| 为半径的球，根据 Hardy-Littlewood

极大函数的定义：

f∗(x) ≥ 1

m(B)

∫
B

|f(y)|dy

≥ 1

2|x|

∫ |x|

0

1

|y|(log(1/|y|))2 dy

=
1

2|x|

∫ |x|

0

1

y
(

1
y

)2 dy

=
1

2|x|

∫ |x|

0

1(
log 1

y

)2 d log y

=
1

2|x|
1

log 1
y

∣∣∣∣∣
|x|

0

=
1

2|x| log 1
|x|

.

我们计算 (−δ, δ) 上 1
|x| log 1

|x|
的积分：∫ δ

−δ

1

|x| log 1
|x|

dx = 2

∫ δ

0

1

x log 1
x

dx = log logx
∣∣∣∣δ
0

= ∞.

这个例子说明，即使函数本身可积，也不能保证极大函数 f∗ 可积.

6. (Stein 中译本，P109，题 6) 极大函数的基本不等式在一维情形下还可以有一种等式的写法.

我们定义 “单边极大函数” 为：

f∗
+(x) = sup

h>0

1

h

∫ x+h

x

|f(y)|dy.

如果 E+
α = {x ∈ R : f∗

+(x) > α}，则：

m(E+
α ) =

1

α

∫
E+

α

|f(y)|dy.
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证明. 根据提示，我们使用 “Rising-sun Lemma”：

(Rising-sun 引理) 设 G 是定义在实轴 R 上的连续实值函数，令 E 是使得对某个 h = hx > 0，

G(x+ h) > G(x)

成立的点 x的集合. 若 E非空，则它必是开集，因此写成可数个开区间的无交并 E =
⋃
(ak, bk)(R

中开集的结构定理). 若 (ak, bk) 是其中的一个有限区间，则 G(bk)−G(ak) = 0.

令 F (x) =
∫ x

0
|f(y)|dy − αx，对 F 使用 Rising-sun 引理可知，

E+
α = {x ∈ R : F (x+ α) > F (x)} =

⊔
k≥1

(ak, bk).

其中，对每个有限开区间 (ak, bk)，成立 F (ak) = F (bk)，即：∫ bk

ak

|f(y)|dy = α(ak − bk).

所以，对每个区间的测度，我们有公式：

m(ak, bK) =
1

α

∫
(ak,bk)

|f(y)|dy.

最后，根据 Lebesgue 测度的可加性以及积分的区域可加性可知：

m(E+
α ) =

∑
k

m(ak, bk) =
∑
k

1

α

∫
(ak,bk)

|f(y)|dy =
1

α

∫
E+

α

|f(y)|dy.

这是弱型不等式在一维情形下的等式版本.

7. (Stein 中译本，P109，题 7)

证明. 因为 Ec 可测，于是对几乎处处 x ∈ Ec，成立

lim
x∈I

m(I)→0

m(I ∩ Ec)

m(I)
= 1.

特别地 I 在 [0, 1] 的子区间中取. 但是，根据题给条件可知

m(Ec ∩ I) = m(I)−m(E ∩ I) ≤ (1− α)m(I).

所以对所有（事实上，以下不等式和 x 无关）x ∈ Ec，都成立

m(I ∩ Ec)

m(I)
≤ 1− α < 1.

根据极限的保序性可知 lim x∈I
m(I)→0

m(I∩Ec)
m(I)

= 1 对所有 x ∈ Ec 不成立，但是同时该命题对几乎

处处 x ∈ Ec 成立，所以 m(Ec) = 0，m(E) = 1.

8. (Stein 中译本，P109，题 8) 设 A 是 R 上正测度集，是否存在序列 {sn}n≥1，使得:

m

((
∞⋃

n=1

(A+ sn)

)c)
= 0



7

证明. 因为 A 是可测集，所以对几乎处处 x ∈ A，x 是 A 的 Lebesgue 密度点，即成立：

lim
x∋I

m(I)→0

m(I ∩A)

m(I)
= 1.

选取一个满足条件的 x ∈ A，∀ε > 0，存在一个长度足够小的（不妨是闭）区间 Iε，使得 x ∈ Iε

而且 m(Iε ∩A) ≥ (1− ε)m(Iε). 设 Iε 的区间长度是 ℓε，不妨设 ℓε < 1.

我们计划用足够多的 Iε 的平移来覆盖 BN = [−N,N ]，令 K(N, ε) = ⌈ 2N
ε
⌉ 使得 [−N,N ] ⊂⋃K(N,ε)

k=−K(N,ε) Iε + tk，其中 tk = kℓε，则每个区间至多在端点处相交. 根据 Lebesgue 测度的平移

不变性可知，对每个 k：

m((A+ tk) ∩ (Iε + tk)) = m((A ∩ Iε) + tk) = m(A ∩ Iε) ≥ (1− ε)ℓε.

所以对每个 k 都有：

m((BN − (A+ tk)) ∩ (Iε + tk)) ≤ εℓε.

因为

m

(
BN −

(⋃
k∈Z

(A+ tk)

))
= m

(⋂
k∈Z

(BN − (A+ tk))

)

= m

 K(N,ε)⋃
j=−K(N,ε)

⋂
k∈Z

(BN − (A+ tk)) ∩ (Iε + tj)


≤ m

 K(N,ε)⋃
j=−K(N,ε)

(A+ tj)
c ∩ (Iε + tj)


≤ 2K(N, ε)εℓε

≤ 2

(
2N

ε
+ 1

)
ε → 0(ε → 0).

所以 m
(
BN −

(⋃
k∈Z(A+ tk)

))
= 0，对 N 取并可得 m

((⋃
k∈Z(A+ tk)

)c)
= 0.

评注 1. 这里的核心是，把 [−N,N ] 用区间覆盖后，我们保证 A 的平移的并能够覆盖其中的

大部分，从而通过改变 ε 说明 A 的平移并在 [−N,N ] 中的补集是零测度的，从而 A 在 R 中

的补集是零测度的.

9. (Stein 中译本，P109，题 9) 令 F 为 R 的一个闭子集，且 δ(x) 是 x 到 F 的距离，即

δ(x) = d(x, F ) = inf{|x− y| : y ∈ F}.

显然，只要对 x ∈ F 就有 δ(x+ y) ≤ |y|.

证明更加精细的估计：

δ(x+ y) = o(|y|), a.e. x ∈ F.

证明. 我们设 x 是 F 的 Lebesgue 密度点，根据定义可知 limm(B)→0
B∋x

m(B∩F )
m(B)

，所以 x 在 F 的

闭包中（否则 x 在 R\F，此时存在一个球 B(x, r) 和 B 无交），因为 F 闭集，所以 x ∈ F，所

以 δ(x) = d(x, F ) = 0.
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考虑区间 [x, x+ |y|]，我们指出 δ(x+ |y|) 有上界 |y| −m(F ∩ [x, x+ |y|]). 对于 y < 0 的情形，

考虑 [x− |y|, x] 可得类似的估计，因此，一般地，我们有：

δ(x+ y)

|y|
≤ |y| −m(F ∩ Ix,x+y)

|y|
= 1− m ∩ Ix,x+y

|y|
.

其中 Ix,x+y 指的是以 x 和 x+ y 为端点的闭区间，取极限 |y| → 0 并根据 x 是 Lebesgue 密度

点可得：

lim
|y|→0

δ(x+ y)

|y|
= 1− 1 = 0.

10. (Stein 中译本，P109，题 10) 构造一个 R 上的单调函数，使其不连续点恰好是 Q.

解. 1设 {rk}k≥1 是 R 上所有有理数，令函数

f(x) =
∑
rk<x

1

2k
.

显然 f(x) 是递增函数. 但是，对任何 rn ∈ Q，任取 x > rn，有：

f(x) =
∑

rk<rn

1

2k
+

∑
rn≤rk<x

1

2k
> f(rn) +

1

2n
.

所以 f 在 rn 处间断.

但是 f 在 R\Q 各点处都连续. 对于 y ∈ R\Q，取 ε 足够小，使得 (y − ε, y + ε) 中不包含有理

数 r1, · · · , rn（取 ε < min1≤i≤n |y − ri| 即可），此时

|f(y)− f(x)| ≤
∑

y−ε<x<rkrk+ε

1

2k
≤

∞∑
k=n+1

1

2k
→ 0(n → ∞).

对任何 x ∈ (y − ε, y + ε) 成立，所以 f 在 R\Q 各点连续. 所以，f 的不连续点恰好是 Q. ♡

11. (Stein 中译本，P109，题 11) 若 a, b > 0，令：

f(x) =

xa sin
(
x−b
)
, 0 < x < 1,

0, x = 0,

证明，f 在 [0, 1] 上有界变差，当且仅当 a > b. 接着，取 a = b，对每个 0 < α < 1 构造一个

满足指数为 α 的 Lipschitz 条件，但不是有界变差的函数.

证明. 注意若 ∆′ 是 ∆ 的加细，则有：

(∆)
N∑
j=1

|f(xj)− f(xj−1)| ≤ (∆′)
N∑
j=1

|f(xj)− f(xj−1)|.

注意：

f ′(x) = axa−1 sin
(
x−b
)
− bxa−b−1 cos

(
x−b
)
.

1这个例子来自《实分析中的反例》，高等教育出版社，2014.
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如果假设 a > b，则根据 Riemann 积分的定义：

Tf ([0, 1]) = sup
∆

N∑
j=1

|f(xj)− f(xj−1)| ≤
∫ 1

0

|f ′(x)|dx

≤
∫ 1

0

|axa−1 sin
(
x−b
)
|dx+

∫ 1

0

|bxa−b−1 cos
(
x−b
)
|dx

≤
∫ 1

0

axa−1dx+

∫ 1

0

bxa−b−1dx

= 1 +
b

a− b
.

所以 Tf ([0, 1]) 有界，因此 f ∈ BV ([0, 1]).

反过来，若 f ∈ BV ([0, 1])，假设 a ≤ b，我们取点列:

xk = (
1

2kπ + π
2

)1/b.

则该点列落在 [0, 1] 内，考虑该点列诱导的 [0, 1] 的 “分划”，在该分划下求以下和式：
∞∑
j=1

|f(xk)− f(xk−1)| =
∞∑
j=1

(
1

2kπ + π
2

) a
b

sin
(
2kπ +

π

2

)
≥

∞∑
j=1

(
1

2kπ

) a
b

=

(
1

2π

)a/b

·
∞∑
k=1

1

ka/b

≥
(

1

2π

)a/b

·
∞∑
k=1

1

k
.

最后的级数发散，因此适当做截断可看出 Tf ([0, 1]) 可以大于任何一个正实数，因此若 a ≤ b，

则 f /∈ BV ([0, 1])，第一部分证明完毕.

对于第二部分，我们取 a = b，去证明此时 f(x) ∈ Lipα([0, 1]). 若 h > 0，根据 Lagrange 中值

定理：

|f(x+ h)− f(x)| =
∣∣∣∣a(x+ θh)a−1 sin

(
(x+ θh)−a

)
− a cos((x+ θh)−a)

x+ θh

∣∣∣∣h
≤ |a(x+ θh)a−1 sin

(
(x+ θh)−a

)
|h+

∣∣∣∣a cos((x+ θh)−a)

x+ θh

∣∣∣∣h
其中 θ ∈ (0, 1).

对所有的 x ∈ [0, 1] 和 h > 0：

|f(x+ h)− f(x)| ≤ a(x+ θh)a−1 · 1

(x+ θh)a
h+ h

∣∣∣a
x

∣∣∣
=

ah

x+ θh
+

ah

x

≤ 2ah

x
.
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另外，当 xa+1 ≥ h 时，若 a ≥ 1，即 a− 1 ≥ 0，有：

|f(x+ h)− f(x)| =
∣∣∣∣(x+ h)a sin 1

(x+ h)a
− xa sin 1

xa

∣∣∣∣
≤ |x+ h|a + |x|a

≤ 2(x+ h)a

对 xa+1 < h 的情形，|f(x + h) − f(x)| ≤ 2a(x + h)a ≤ 2a(h
1

a+1 + h)a ≤ 2a+1ah
a

a+1 .（注意

x+ h ∈ [0, 1] ⇒ h ≤ 1）

对 xa+1 ≥ h 情形，|f(x+ h)− f(x)| ≤ 2ah
x

< 2ah
h1/a+1 = 2ah

a
a+1 .

我们取 α = a
a+1
，则 f ∈ Lipα([0, 1]). 因为 a > 0，所以对所有 α ∈ (0, 1) 都可构造这样的 f .

但是由第一部分可知这些 f /∈ BV ([0, 1]).

12. (Stein 中译本，P110，题 13) 直接用定义证明 Cantor-Lebesgue 函数不是绝对连续的.

证明. 回忆 Cantor 三分集 C =
⋂

n≥1 Cn，其中每个 Cn 都是有限个闭区间的并集，我们取

Cn 的内部 An = C◦
n，则每个 An 都是有限个开区间的并集而且 m(An) = 2n

3n
. 对每个 An =⊔2n

k=1(ak, bk)，设 F 是 Cantor-Lebesgue 函数，则：
2n∑
k=1

|F (bk)− F (ak)| =
2n∑
k=1

(Fn(bk)− Fn(ak)) = F (1)− F (0) = 1.

于是，对任何 δ > 0，只要取 n 足够大使得 (2/3)n < δ，就存在有限个开区间 {(ak, bk)}，它们

的测度之和为
∑

k(bk − ak) = m(An) = ( 2
3
)n < δ，使得

∑2n

k=1 |F (bk)− F (ak)| = 1.

这说明 Cantor-Lebesgue 函数不是绝对连续的.

13. (Stein 中译本，P110，题 14) 下面是我们证明一些定理时涉及到的函数可测性的讨论.

(a) 我们在证明单调函数的几乎处处可微性时曾引入函数 D+. 假定 F 是 [a, b] 上的连续函数，

D+(F ) 定义为：

D+(F )(x) = lim sup
h→0
h>0

F (x+ h)− F (x)

h
.

证明它是可测函数.

(b) 我们在研究跳跃函数的可微性时，曾引入函数 J(x) =
∑∞

n=1 αnjn(x)，其定义为：

jn(x) =


0, x < xn

θn, x = xn

1, x > xn

, θn =
F (x+

n )− F (xn)

αn

.

其中，F (x+
n ) 指的是 F 在不连续点 xn 处的右极限，αn 指的是 F 在点 xn 处的跃度.

证明：

lim sup
h→0

J(x+ h)− J(x)

h

可测.
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证明. (a) 事实上，因为 F 在 x 处连续，按照函数在一点处上极限的定义，存在收敛到 x 的一

个序列 {x+ hn}n≥1，hn > 0，使得：

lim sup
h→0
h>0

F (x+ h)− F (x)

h
= lim

n→∞

F (x+ hn)− F (x)

hn

.

而等式右侧是可测函数列的极限，因此 D+(F )(x) 是可测的.

(b) 对给定的 k > m，定义：

FN
k,m = sup

1/k≤|h|≤1/m

∣∣∣∣JN (x+ h)− JN (x)

h

∣∣∣∣.
其中 JN (x) =

∑N
n=1 αnjn(x).

首先观察到 JN (x) 是可测函数. 事实上，jn 都是阶梯函数，JN 作为阶梯函数的线性组合当然

是可测函数. 这时每个 FN
k,m 作为一族可测函数的上确界也是可测函数.

观察到：

lim
m→∞

lim
k→∞

lim
N→∞

sup
1/k≤|h|≤1/m

∣∣∣∣JN (x+ h)− JN (x)

h

∣∣∣∣ = lim sup
h→0

J(x+ h)− J(x)

h
.

因此 lim suph→∞
J(x+h)−J(x)

h
也是关于 x 的可测函数.

14. (Stein 中译本，P110，题 15) 假定 F 有界变差而且连续，证明 F = F1 −F2，其中 F1 和 F2

单调且连续.

证明. 因为 F ∈ BV ([a, b])，所以存在 G1, G2 是 [a, b] 上递增函数，使得 F = G1 − G2. 对于

G1，G2，存在 F1，F2 递增且连续，使得 J1 = G1 − F1，J2 = G2 − F2 是两个跳跃函数. 此时

F = F1 − F2 + J1 − J2. 因为 F 连续，所以 J1 − J2 也连续. 但是连续跳跃函数只能是常数函

数，所以 J1 − J2 = C 为常数. 我们重新将 F1 +C 记为 F1，则此时 F1 仍是连续且递增的，这

F 有分解 F = F1 − F2.

15. (Stein 中译本，P110，题 16) 证明若 F ∈ BV ([a, b])，则：

(a)
∫ b

a
|F ′(x)|dx ≤ TF (a, b);

(b)
∫ b

a
|F ′(x)|dx = TF (a, b) 当且仅当 F 在 [a, b] 绝对连续.

证明. (a) 因为 F ∈ BV ([a, b])，所以 F 可以写成 F (x) = PF (a, x) + F (a) − NF (a, b)，其中

PF (a, x) 和 NF (a, x) 递增，因此它们几乎处处可导，而且有：

F ′(x) = P ′
F (a, x)−N ′

F (a, x).

根据 Lebesgue 定理的推论可知 P ′
F 和 N ′

F 可积，从而 |F ′| 可积，而且根据 Lebesgue 定理的

推论给出的不等式可知：∫ b

a

|F ′(x)|dx ≤
∫ b

a

|P ′
F (a, x)|dx+

∫ b

a

|N ′
F (a, x)|dx

=

∫ b

a

P ′
F (a, x)dx+

∫ b

a

N ′
F (a, x)dx ≤ PF (a, b) +NF (a, b) = TF (a, b).
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(b) 若 F 绝对连续，则由绝对连续函数成立 Newton-Leibniz 公式，对任何 [a, b] 的分划 ∆，都

成立： ∑
∆

|F (xj)− F (xj−1)| =
∑
∆

|
∫ tj

xj−1

F ′(x)dx|

≤
∑
∆

∫ xj

xj−1

|F ′(x)|dx

=

∫ b

a

|F ′(x)|dx.

取上确界可得

TF (a, b) ≤
∫ b

a

|F ′(x)|dx.

因为绝对连续蕴含有界变差，所以根据 (a) 的结果可知反向不等式成立，因此等式

TF (a, b) =

∫ b

a

|F ′(x)|dx

成立.

反过来，如果上述等式成立，我们去说明 F 是绝对连续的. 事实上，我们可以断言对任何 y ∈

[a, b]，都成立： ∫ x

a

|F ′(y)|dy = TF (a, x).

事实上，根据 F ∈ BV ([a, b]) 以及 (a) 的结果可知：∫ x

a

|F ′(y)|dy ≤ TF (a, x),

∫ b

x

|F ′(y)|dy ≤ TF (x, b).

但是 ∫ x

a

|F ′(y)|dy +
∫ b

x

|F ′(y)|dy =

∫ b

a

|F ′(y)|dy = TF (a, b) = TF (a, x) + TF (x, b).

所以，以上两个不等号均取等，作为一个直接推论，[a, b] 的任何子区间 [ak, bk] 上都成立∫ bk

ak

|F ′(y)|dy = TF (ak, bk).

我们计划利用可积函数积分的绝对连续性来证明 F 绝对连续. 因为 F ∈ BV ([a, b])，所以

TF (a, b) < ∞，因此 F ′(x) ∈ L1
loc([a, b])，根据可积函数积分的绝对连续性，对任何 ε > 0，存

在 δ > 0，使得对任何可测集 E ⊂ [a, b] 满足 m(E) < δ，都有：∫
E

|F ′| < ε.

因此，对任何 [a, b] 互不相交的有限子区间族 {(ak, bk)}Nk=1，只要
∑N

k=1(bk − ak) < δ，就有：

N∑
k=1

|F (bk)− F (ak)| ≤
N∑

k=1

TF (ak, bk) =
N∑

k=1

∫ bk

ak

|F ′| =
∫
⋃N

k=1(ak,bk)

|F ′| < ε.

所以 F 绝对连续.



13

16. (Stein 中译本，P110，题 17) 若 {Kδ} 是一簇恒同逼近，则存在某个常数 c，使得对所有可

积函数 f，都成立：

sup
ε>0

|(f ∗Kε)(x)| ≤ cf∗(x).

证明. 完全按照书上恒同逼近的卷积的逐点收敛的估计方法进行估计即可（取 “环面”）：

|(f ∗Kε)(x)| ≤
∫
Rd

|f(x− y)|Kε(y)dy

≤
∫
y<|ε|

|f(x− y)||Kε(y)|dy +
∞∑
k=0

∫
2kε≤|y|<2k+1ε

|f(x− y)||Kε(y)|dy

≤ Aε−dεdf∗(x) +
∞∑
k=1

A′ε(2kε)−d−1(2k+1ε)df∗(x)

≤ Af∗(x) + 2dA′f∗(x)
∞∑
k=0

2−k

= (2d+1A′ +A)f∗(x).

17. (Stein 中译本，P111，题 18) 验证本章 3.1 节给出的 Cantor-Lebesgue 函数和第一章习题 2

是等价的.

证明. 直接验证即可.

18. (Stein 中译本，P111，题 19) 若 f : R → R 绝对连续，则：

(a)f 将零测集映为零测集；

(b)f 将可测集映为可测集.

证明. (a)因为 f 绝对连续，所以 f 有界变差，而且其正、负变差都递增且绝对连续.设 E ⊂ R

是零测集，我们证明 f(E) 也是零测集. 事实上，对任何 δ > 0（δ 的大小我们在后面确定），因

为 E 是零测集，所以存在开集 O =
⊔∞

j=1(aj , bj)，使得 O ⊃ E 而且 m(O) < δ. 对每个构成区

间 [aj , bj ]，存在 mj ,Mj ∈ [aj , bj ] 使得 f(Mj) = maxaj≤x≤bj f(x)，f(mj) = minaj≤x≤bj f(x)，

则此时 f(aj , bj) ⊂ [f(mj), f(Mj)]. 令 ON =
⊔N

j=1(aj , bj)，∀ε > 0，我们选 δ 足够小，则根据∑N
j=1 |mj −Mj | ≤

∑N
j=1(bj − aj) < δ 以及 f 绝对连续，我们有：

m(f(ON )) <
N∑
j=1

|f(mj)− f(Mj)| < ε.

注意 {f(ON )} 是递增的可测集列而且
⋃∞

N=1 f(ON ) = f(O)，所以对上面的式子令 N → ∞ 可

知

m(f(O)) < ε.

又因为 m(f(E)) ≤ m(f(O))，所以

m(f(E)) < ε.
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注意 m(f(E)) 和 ε 无关，于是令 ε → 0 可得

m(f(E)) = 0.

(b) 设 E ⊂ R 是可测集，则存在 F =
⋃∞

j=1 Fj 为 Fσ 集，使得 E − F 是零测集. 记 FN =

F ∩ B(0, N)，则 FN =
⋃∞

j=1 Fj ∩ B(0, N)，于是 FN 是紧集的可数并. 注意到 f(FN ) =⋃∞
j=1 f(Fj ∩ B(0, N))，而且 f 是连续函数，所以 f(Fj ∩ B(0, N)) 也是紧集，所以 f(FN ) 作

为紧集是可测集. 注意到 {f(FN )} 是递增的可测集列而且
⋃

N f(FN ) = f(F )，所以 f(F ) 也

是可测集. 又因为：

f(E) = f(F ∪ (E − F )) = f(F ) ∪ f(E − F ).

由 (a)知 f(E−F )是可测集，因此 f(E)作为一个零测集和一个可测集的并，仍是可测集.

19. (Stein 中译本，P111，题 20) 设 F 在 [a, b] 绝对连续而且递增. 令 A = F (a)，B = F (b)，证

明：

(a) 存在一个这样的 F 还满足严格递增，但是在一个具有正测度的集合上 F ′(x) = 0.

(b) 可以挑选出一个满足 (a) 条件的 F，使得存在可测子集 E ⊂ [A,B]，m(E) = 0，使得

F−1(E) 不必可测.

(c) 证明，对任何递增的绝对连续函数 E ⊂ [A,B]，m(E) = 0，使得 F−1 ∩ {F ′(x) > 0} 是可

测集.

证明. (a) 设 K 是具有正测度的 Cantor 型集合 Ĉ 的补集，令 F (x) =
∫ x

a
χK(t)dt，y > x，则

F (y)−F (x) =
∫ y

x
χK(t)dt. 根据构造，K 是从 [0, 1] 中去掉的那些开区间的并，且第 k 步去掉

的开区间 ℓk 的长度满足 ℓk < 1
2k−1，取 k 足够大可知 (x, y) 中包含 K 的一个构成区间，于是

F (y)− F (x) > 0，所以 F 严格递增.

我们写 Ĉ =
⋂

n≥1 Ĉn，其中每个 Ĉn 都是若干闭区间的并，令 Kn = [0, 1]\Ĉn，Fn(x) =∫ x

a
χKn

(t)dt，由控制收敛定理可知对每个 x 都有 Fn(x) → F (x)，由 Egorov 定理可知，对

ε < m(Ĉ)
2
，存在一个集合 Eε，使得在 [0, 1]− Eε 上 Fn(x) ⇒ F (x). 对每个 x ∈ Ĉ，对每个 n，

存在一个闭区间 [an, bn] 使得 x ∈ [an, bn]，而 Fn 在 [an, bn] 上为常数，所以 F ′
n(x) = 0. 根据

一致收敛性，在 Ĉ − Eε 上，成立：

F ′(x) = lim
n

F ′
n(x) = 0.

而注意到 m(Ĉ − Eε) ≥ m(Ĉ)−m(Eε) >
1
2
m(Ĉ) > 0.

(b)(c) 的解答参见题 21.

20. (Stein 中译本，P111，题 21) 令 F 在 [a, b] 上绝对连续且单调递增，满足 F (a) = A 且

F (b) = B. 假定 f 是 [a, b] 上任何可测函数.

(a) 证明 f(F (x))F ′(x) 在 [a, b] 上可测. 注意：根据习题 20 的 (b)，f(F (x)) 不必可测.
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(b) 证明换元公式：若 f 在 [A,B] 可积，则 f(F (x))F ′(x) 也可积，而且：∫ B

A

f(y)dy =

∫ b

a

f(F (x))F ′(x)dx.

证明. (a) 事实上，我们需要题 20 作为引理. 首先对于开集 O ⊂ [A,B]，成立 m(O) =∫
F−1(O)

F ′(x)dx. 这是因为，F 是绝对连续函数，所以 O 的原像集 F−1(O) 也是开集，所以

F−1(O) 写成可数互不相交的开区间的并：F−1(O) =
⊔

k≥1(ak, bk). 因为 F 连续且单调递增，

所以对每个 (ak, bk)，F (ak, bk) = (F (ak), F (bk)) := (Ak, Bk)，因此 O =
⋃

k≥1(Ak, Bk). 而且，

由单调递增可知，每个 (Ak, Bk) 至多在端点处相交，并且 F (ak) = Ak，F (bk) = Bk. 根据绝

对连续函数的 Newton-Leibniz 公式可知：

m(O) =
∞∑
k=1

(Bk−Ak) =
∞∑
k=1

(F (bk)−F (ak)) =
∞∑
k=1

∫ bk

ak

F ′(x)dx =

∫
⋃

k(ak,bk)

F ′(x)dx =

∫
F−1(O)

F ′

我们下面说明把开集 O 换成 Gδ 集 G 后结论依然成立. 对于 Gδ 集 G =
⋂

i≥1 Gi，记 Oj =⋂j
i=1 Gi 是开集，所以

m(Oj) =

∫
F−1(Oj)

F ′(x)dx =

∫
Rd

F ′(x)χF−1(Oj)(x)dx.

观察到 χF−1(Oj) 逐点收敛到 χF−1(G)，而且，Oj 是一列单调递减收敛到 G 的集列，因此，对

上式取极限并由控制收敛定理知

m(G) =

∫
Rd

F ′(x)χF−1(G)(x)dx =

∫
F−1(G)

F ′(x)dx.

对于可测集 E，存在一个 Gδ 集记为 G，G ⊃ E 而且 G− E 是零测集. 记 Z = {F ′(x) = 0}，

此时集合 F−1(E) ∩ {F ′ > 0} 以表示为 F−1(G ∪ (G− E)) ∩ ([a, b]\Z).

我们先证明 Z 是一个零测集. 事实上，因为 {0} 是一个 Gδ 集，所以：

0 = m({0}) =
∫
F−1({0})

F ′(x)dx ⇒ F ′(x) = 0, a.e. x ∈ Z.

所以，只能是 Z 本身是零测集. 因此 [a, b]\Z 是可测集.

进一步地，写 F−1(G ∪ (G− E)) = F−1(G) ∪ F−1(G− E). 因为 G− E 是零测集，所以存在

U ⊃ G−E 是 Gδ 集，使得 m(U−(G−E)) = 0，所以 m(U) = m(G−E)+m(U−(G−E)) = 0，

同样可得

0 = m(U) =

∫
F−1(U)

F ′(x)dx ⇒ F ′(x) = 0, a.e. x ∈ F−1(U).

所以 m(F−1(U) ∩ ([a, b]\Z)) = 0，所以 m(F−1(G−E)) ∩ ([a, b]\Z) = 0. 又因为 F 连续 ⇒F

可测 ⇒ F−1(G) 是可测集，所以

F−1(E)∩{F ′ > 0} = F−1(G∪(G−E))∩([a, b]\Z) = [F−1(G)∩([a, b]\Z)]∪[F−1(G−E)∩([a, b]\Z)]

是可测集.
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回到本题，我们记 G = (f ◦ F ) · F ′，我们只需证明对任何 t > 0，都有 {G > t} 是可测集. 事

实上，我们有如下的分解：

{G > t} =
⋃
r>0
r∈Q

{
(f ◦ F ) >

t

r

}
∩ {F ′ > r} =

⋃
r>0
r∈Q

F−1(f−1(t/r,+∞)) ∩ {F ′ > 0} ∩ {F ′ > r}.

根据引理的结果并结合 F ′ 可测 ⇒ {F ′ > r} 可测，由此可知 {G > t} 是可测的. 所以

f(F (x))F ′(x) 在 [a, b] 上可测.

(b) 根据 m(G) =
∫
F−1(O)

F ′(x)dx 立刻知换元公式对 Gδ 集上的特征函数成立，进而对 [a, b]

的可测子集上的特征函数成立，进而对简单函数成立. 对于 f ∈ L1
loc([a, b])，将 f 分解为正部

和负部 f+ 和 f−，则 f+, f− ∈ L1
loc([a, b]). 对于每个 f+，它是非负、有界且具有有限测度支

撑的可测函数，存在非负、递增简单函数逼近 {φn}n≥1，使得 φn 逐点收敛到 f+，由单调收敛

定理可知

lim
n

∫ b

a

φn(x)dx =

∫ b

a

lim
n

φn(x)dx =

∫ b

a

f+(x)dx.

另一方面， ∫ b

a

φn(x)dx =

∫ B

A

φn(F (x))F ′(x)dx.

所以取 n → ∞ 可知 ∫ b

a

f+(x)dx =

∫ B

A

f+(F (x))F ′(x)dx.

同理可知 ∫ b

a

f−(x)dx =

∫ B

A

f−(F (x))F ′(x)dx.

两式相减可知 f(F (x))F ′(x) 可积，而且换元公式成立.

21. (Stein 中译本，P111，题 22) 假设 F 和 G 在 [a, b] 绝对连续，证明 FG 也绝对连续. 这就

有如下推论：

(a) 分部积分公式：只要 F 和 G 在 [a, b] 上是绝对连续的，就有分部积分公式成立，即：∫ b

a

F ′(x)G(x)dx = −
∫ b

a

F (x)G′(x)dx+ [F (x)G(x)]ba.

(b) 令在 [−π, π] 上绝对连续而且满足 F (π) = F (−π). 证明，如果

an =
1

2π

∫ π

−π

F (x)e−inxdx,

使得 F (x) ∼
∑

n∈Z ane
inx，则：

F ′(x) ∼
∑
n∈Z

inane
inx.

(c) 若 F (−π) ̸= F (π)，情况又如何？

证明. (a) 我们先证明 F 绝对连续 ⇒ F 2 绝对连续.F 绝对连续 ⇒ F 在 [a, b] 上有上界 M .
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∀ε > 0，存在 δ > 0，使得当 [a, b] 的有限多个互不相交的子区间 {(ak, bk)}Nk=1 满足
∑N

k=1(bk −

ak) < δ 时，都成立
∑N

k=1 |F (bk)− F (ak)| < ε. 于是：
N∑

k=1

|F 2(bk)− F 2(ak)| =
N∑

k=1

|F (bk)− F (ak)||F (bk) + F (ak)| ≤ 2M
N∑

k=1

|F (bk)− F (ak)| < 2Mε.

所以 F 2 绝对连续. 而 [a, b] 上全体绝对连续函数 AC([a, b]) 显然构成一个实线性空间，所以若

F 和 G 都是绝对连续函数，则

FG =
1

4
[(F +G)2 − (F −G)2]

也是绝对连续函数.

作为推论，(FG)′ 是 [a, b] 上的可积函数，而且微积分基本定理成立，所以：∫ b

a

(FG)′ =

∫ b

a

F ′G+

∫ b

a

FG′ = F (b)G(b)− F (a)G(a).

这就是我们要证的.

(b) 根据已经证明的分部积分公式，我们可以按如下方法计算
∫ π

−π
F ′(x)e−inxdx:∫ π

−π

F ′(x)e−inxdx = [F (x)e−inx]π−π −
∫ π

−π

F (x)[e−inx]′dx

= e−inπ[F (π)− F (−π)] +

∫ π

−π

ineinxF (x)dx

=

∫ π

−π

ineinxF (x)dx.

所以 1
2π

∫ π

−π
F ′(x)e−inxdx = inan，所以：

F ′(x) ∼
∑
n∈Z

inane
inxdx.

(c) 如果 F (−π) ̸= F (π)，则以上结论不成立. 事实上 F (x) = x 的 Fourier 系数为：

1

2π

∫ π

−π

xe−inxdx =
(−1)n2i

n
.

但是 F ′(x) = 1，其 Fourier 系数为 a0 = 1, an = 0, ∀n ̸= 0.

22. (Stein 中译本，P112，题 23) 设 F ∈ C[a, b]，证明：

(a) 假定对任何 x ∈ [a, b] 都有 D+(F ) ≥ 0，则 F 在 [a, b] 上是递增的；

(b) 若对每个 x ∈ (a, b) 都有 F ′(x) 存在且 |F ′(x)| ≤ M，则 F 绝对连续而且满足系数为 M 的

Lipschitz 条件.

证明. (a)只需证明 F (b)−F (a) ≥ 0（根据下面的证明过程可知实际上 a和 b都可以换成 [a, b]

中的任何一个点）. 用反证法，假设不等式不成立，令 Gε(x) = F (x)− F (a) + ε(x− a)，因此

对充分小的 ε > 0 成立 Gε(a) = 0. 但是，Gε(b) < 0. 令 x0 是 Gε 在 [a, b] 上的最大值点，则

对足够小的 h > 0，成立
Gε(x0 + h)−Gε(x0)

h
≤ 0.
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于是：

lim sup
h>0
h→0

Gε(x0 + h)−Gε(x0)

h
≤ 0.

但是这和 D+(Gε) = D+(F ) + ε > 0 对每个 x ∈ [a, b] 矛盾.

(b) 类似于 (a) 的调整法，只对 [a, b] 区间证明. 令 G(x) = F (x) − F (a) + M(x − a)，则

D+G(x) = F ′(x) +M ≥ 0 ⇒ G(b) ≥ G(a). 类似地，令 H(x) = F (a)− F (x) +M(x− a)，则

D+H(x) = −F ′(x) +M ≥ 0⇒ H(b) ≥ H(a)，于是有：

|F (b)− F (a)| ≤ M |b− a|.

于是 F ∈ Lip([a, b])，∥F∥Lip = M.

23. (Stein 中译本，P112，题 24) 证明递增函数的 Lebesgue 分解：F 在 [a, b] 递增，则 F 有分

解：

F = FA + FC + FJ .

其中，FA 是绝对连续函数；FC 是满足 F ′
C 几乎处处存在且 F ′

C(x) = 0 的连续函数；FJ 是跳

跃函数. 而且，这一分解在加上一个常数的意义下是唯一的.

证明. 因为 F 是递增函数，所以由习题 15 的证明过程可知 F 可以分解为一个连续递增函数

G 和一个跳跃函数 FJ，而且这个分解在相差一个常数的意义下是唯一的. 所以，下面只需证

明一个连续递增函数 G 可以分解为一个绝对连续函数和一个连续但导数几乎处处为零的连续

函数.

因为 G 连续递增，所以 G′ 几乎处处存在而且非负. 所以积分 FA(x) =
∫ x

a
G′(y)dy 是有意义

的. 另一方面，因为 G 是连续递增函数，所以 G′ 至多在端点上是无限值，所以 G′ 在 [a, b] 局

部可积，根据积分的绝对连续性可知 FA 绝对连续.

对于 FC = G−FA，因为 G 和 FA 都连续所以 FC 也连续. 而且 F ′
C = G′−F ′

A，因为 F ′
A = G′

几乎处处成立，所以对几乎处处 x ∈ [a, b] 使得 F ′
C(x) = 0.

下面说明唯一性. 如果还存在 F̃C 和 F̃A 也满足条件. 则考虑 F̃A − FA，则 F̃A − FA 是绝对连

续函数而且对几乎处处 x ∈ [a, b] 使得 F̃ ′
A − F ′

A = 0. 于是 F̃A − FA 是常数.

24. (Stein 中译本，P112，题 25) 这个习题说明了 Lebesgue 微分定理中必须允许去掉一个零测

集，因为 Lebesgue 微分定理在一个零测集上不一定成立. 令 E 是一个 Rd 中的零测集，证明：

(a) 存在非负可积函数 f，使得

lim inf
m(B)→0

x∈B

1

m(B)

∫
B

f(y)dy = ∞.

对任何 x ∈ E 成立.

(b) 一维的情形还可以用 Dini 导数来叙述，也就是，存在连续连续且递增的函数 F，使得：

D+(F )(x) = D−(F )(x) = ∞, for each x ∈ E.
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证明. (a) 因为 E 是零测集，所以对所有正整数 n 存在开集 On 使得 On ⊃ E 且 m(On) ≤ 1
2n

.

我们令 f(x) =
∑∞

n=1 χOn
(x)，则 f 是非负级数，根据 Levi 收敛定理的推论可知：∫

Rd

f(x)dx =
∞∑

n=1

∫
χOn

=
∞∑

n=1

m(On) =
∞∑

n=1

1

2n
= 1 < ∞.

所以 f ∈ L1(Rd). 我们下面说明 lim infm(B)→0
x∈B

1
m(B)

∫
B
f(y)dy = ∞.

因为 On 都是开集，对每个 N，
⋂N

n=1 On 也是开集，于是存在 B(x, rN ) ⊂
⋂N

n=1 On，我们不妨

设 rN < 1
N

. 注意到若 radius(B) < 1
3
rN，则必然成立 B ⊂ B(x, rN ) ⊂

⋂N
n=1 On，即

1

m(B)

∫
B

f(x)dx ≥ 1

m(B)

∫
B

Ndx = N.

对所有这些满足 radius(B) < rN 的球取下确界得

inf
radius(B)<1/3rN

1

m(B)

∫
B

f(y)dy ≥ N.

取极限 N → ∞，根据我们的构造可知：

lim inf
m(B)→0

x∋B

1

m(B)

∫
B

f(y)dy = lim
N→∞

inf
radius(B)<1/3rN

1

m(B)

∫
B

f(y)dy = ∞.

(b) 注意 Dini 左导数的定义为

D−(x) = lim inf
h→0
h>0

F (x− h)− F (x)

h
.

因为 F 是绝对连续函数，根据微积分基本定理：

lim inf
h→0
h>0

F (x− h)− F (x)

h
= lim inf

h→0
h>0

1

h

∫ x

x−h

F ′(y)dy.

事实上，因为 f 可积，所以可以令 F (x) =
∫ x

a
f(y)dy，则 F 绝对连续且几乎处处成立 F ′ = f .

取 f 是和 (a) 相同的函数，完全重复 (a) 的过程，只不过这里的满足 radius(B) < 1
3
rN 的

下确界是对那些以 x 为右端点的闭球中取的. 这样证明了 D+(F )(x) = ∞，同理可以证明

D−(F )(x) = ∞.

25. (Stein 中译本，P112，题 26) 外测度 m∗(E) 可以定义在任何集 E 上. 其另一个定义方法是

将用方体覆盖 E 改为用球覆盖. 即，假定我们定义 mB
∗ (E) 是 inf∞j=1 m(Bj)，其中下确界是对

所有开球覆盖 E ⊂
⋃∞

j=1 Bj 的开球取的. 则，m∗(E) = mB
∗ (E). 注：可以用该等价定义直接验

证 Lebesgue 测度的 “旋转不变性”.

m∗(E) ≤ mB
∗ (E) 根据外测度的单调性是显然的. 要证明相反方向的不等式，可以先证明如下

的结论：对任何 ε > 0，存在球族 {Bj} 使得 E ⊂
⋃

j Bj 而
∑

j m(Bj) ≤ m∗(E) + ε. 注意到对

任何给定 δ，我们总是能够选取球的直径 < δ.

证明. 首先假设 E 是可测集，则对任何 ε′ > 0，可以选取开集 O，使得 m(O −E) < ε′. 接下

来，我们设 B 是所有包含在 O 中的开球组成的球族，于是 B 组成了 E 的一个 Vitali 覆盖. 于
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是存在 B 中有限且互不相交的成员 B1, · · · , BN 使得
∑N

i=1 |Bi| ≥ m(E)− 2ε′，此时有：

m(E −
N⋃
i=1

Bi) ≤ m(E ∪
N⋃
i=1

Bi −
N⋃
i=1

Bi) ≤ m(E ∪
N⋃
i=1

Bi)−m(
N⋃
i=1

Bi)

= m(O)−m(
N⋃
i=1

Bi) ≤ m(O − E) +m(E)−m(
N⋃
i=1

Bi)

≤ ε′ + 2ε′ = 3ε′.

因为 E−
⋃N

i=1 Bi是可测集，所以存在方体覆盖
⋃∞

j=1 Qj ⊃ E−
⋃N

i=1 Bi，而且满足m(
⋃∞

j=1 Qj) ≤

m(E −
⋃N

i=1 Bi) + ε′ ≤ 4ε′. 最后，这些方体的外接球组成的球簇 {Rj}∞j=1，则
⋃∞

j=1 Rj ⊃ E −⋃N
i=1 Bi 而且 m(

⋃∞
j=1 Rj) ≤ 4C(d)ε′. 将 Rj 与前面的 B1, · · · , BN 合并为新的球簇 {B′

k}∞k=1，

则
⋃∞

k=1 B
′
k ⊃ E，而且:

m(
∞⋃
k=1

B′
k) ≤ m(

∞⋃
j=1

Rj) +
N∑
j=1

m(Bj) ≤ m(E) + (4C(d) + 2)ε′.

所以

inf
∞∑
j=1

m(Bj) ≤ m(E) + (4C(d) + 2)ε′.

令 ε′ → 0 即可得到相反方向的不等式.

对一般情况下的 E，首先根据外测度定义存在 Q 是至多可数的方体并，Q ⊃ E 且 m(Q) ≤

m∗(E) + ε′.

对 Q 用上述结论可得：

m(
∞⋃
k=1

B′
k) ≤ m(Q) + (4C(d) + 2)ε′ ≤ m∗(E) + (4C(d) + 3)ε′.

同理可得结论.

26. (Stein 中译本，P113，题 30) 若有界函数 F 在任何有限子区间 [a, b] 都是有界变差的且

supa,b TF (a, b) < ∞，则称它在 R 上有界变差.

证明这样的 F 具有如下两个性质：

(a) 存在常数 A，使得对所有 h ∈ R，都成立
∫
R |F (x+ h)− F (x)|dx ≤ A|h|.

(b)
∣∣∫

R F (x)φ′(x)dx
∣∣ ≤ A. 其中 φ 在紧支撑而且满足 supx∈R |φ(x)| ≤ 1 的所有 C1 函数中取.

(a)

证明. 对任意选定的 x 和 h，找到包含 x+ h 和 x 的一个区间 [−Nh, (N − 1)h]，N 为正整数，

则 F ∈ BV ([−Nh, (N − 1)h])，由有界变差函数的结构定理可知，存在递增有界函数 F1 和 F2，

使得 F = F1 − F2. 而且，根据 supa,b TF (a, b) < ∞ 可知 F1 和 F2 的上界 M1 和 M2 可以取成

和 N,h 都无关的常数. 此时成立：

|F (x+ h)− F (x)| ≤ F1(x+ h)− F1(x) + F2(x+ h)− F2(x).
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对 F1，考虑∫ (N−1)h

−Nh

|F1(x+ h)− F1(x)|dx =

N−1∑
k=−N

∫ (k+1)h

kh

|F1(x+ h)− F1(x)|dx

=
N−1∑
k=−N

∫
R
χ[kh,(k+1)h](x)(F1(x+ h)− F1(x))dx

=
N−1∑
k=−N

∫
R
χ[0,h](x)(F1(x+ (k + 1)h)− F1(x+ kh))dx

=

∫
R
χ[0,h](x)

N−1∑
k=−N

(F1(x+ (k + 1)h)− F1(x+ kh))dx

=

∫
R
χ[0,h](x)(F1(x+Nh)− F1(x−Nh))dx

≤ M1h.

这一估计用到了 Levi 收敛定理的推论.

对上面的估计取极限 N → ∞可得，
∫ +∞
−∞ |F1(x+h)−F1(x)|dx ≤ M1h. 同理可得

∫ +∞
−∞ |F2(x+

h)− F2(x)|dx ≤ M2h，所以：∫ +∞

−∞
|F (x+ h)− F (x)| ≤ (M1 +M2)h.

其中 M1,M2 是和 h,N 都无关的常数.

(b)

证明. 我们计算 ∣∣∣∣∫
R
F (x)(φ(x+ h)− φ(x))dx

∣∣∣∣
事实上，

F (x+ h)φ(x+ h)− F (x)φ(x) = F (x)(φ(x+ h)− φ(x)) + (F (x+ h)− F (x))φ(x).

因为 φ 紧支撑而且 ∥φ∥∞ ≤ 1，而 F 有界 ⇒ 局部可积，所以∫
R
F (x+ h)φ(x+ h)dx =

∫
R
F (x)φ(x)dx.

所以 ∫
R
F (x)(φ(x+ h)− φ(x))dx+

∫
R
φ(x)(F (x+ h)− F (x))dx = 0.

所以： ∣∣∣∣∫
R
F (x)(φ(x+ h)− φ(x))dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
R
φ(x)(F (x+ h)− F (x))dx

∣∣∣∣
≤
∫
R
|φ(x)(F (x+ h)− F (x))|dx

≤ ∥φ∥∞
∫
R
|F (x+ h)− F (x)|dx

≤ A|h|.
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所以： ∣∣∣∣∫
R
F (x)

φ(x+ h)− φ(x)

h
dx
∣∣∣∣ ≤ A.

我们取 h = 1
n
，则 limn→∞

φ(x+1/n)−φ(x)
1/n

= φ′(x)，根据控制收敛定理可得∣∣∣∣∫
R
F (x)φ′(x)dx

∣∣∣∣ ≤ A.

27. (Stein 中译本，P113，题 32)令 f : R → R. 证明 f 对某个M 和所有 x, y ∈ R满足 Lipschitz

条件：

|f(x)− f(y)| ≤ M |x− y|.

当且仅当 f 满足：(i)f 绝对连续；(ii) 对 a.e.x，|f ′(x)| ≤ M .

证明. 先证明 ⇒. 若能证明一致连续，根据

|f(x)− f(y)|
|x− y|

≤ M ⇒ lim sup
h→0

∣∣∣∣f(x+ h)− f(x)

h

∣∣∣∣ ≤ M,

因此只要能说明 f ′ 几乎处处存在，就有 |f ′(x)| ≤ M . 而绝对连续 ⇒ 有界变差 ⇒ f ′ 几乎处处

存在，所以只需要说明 f 绝对连续.

我们用定义说明. 对任何 ε > 0，取 δ = ε
M
，对 [a, b] 的子区间 {(ak, bk)}Nk=1 互不相交且满足∑N

k=1(bk − ak) < δ，都有：

N∑
k=1

|f(bk)− f(ak)| ≤ M
N∑

k=1

(bk − ak) < M · ε

M
= ε.

根据定义可知 f 绝对连续.

再证明 ⇐，因为 f 绝对连续 ⇒ f 有界变差，所以 f ′ 几乎处处存在且可积，且成立微积分基

本定理：

f(x)− f(y) =

∫ y

x

f ′(t)dt.

根据积分的三角不等式：

|f(x)− f(y)| ≤
∫
(x,y)

|f ′(t)|dt ≤ M |x− y|.

所以 f 满足系数为 M 的 Lipschitz 条件.

28. (Stein 中译本，P114，问题 1)证明如下情形的 Vitali 覆盖引理：若 E 在 Vitali意义下被球

簇 B 覆盖，且 0 < m∗(E) < ∞，且对每个 η > 0，存在 B 中互不相交的成员 {Bj}∞j=1，使得

m∗(E\
∞⋃
j=1

Bj) = 0 and
∞∑
j=1

|Bj | ≤ (1 + η)m∗(E).

证明. 我们首先需要一个 5 球覆盖方法作为引理：
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引理 1. 设 B 是 Rd 中的闭球族，sup{diam(B) : B ∈ B} < ∞，则存在至多可数的互不相交子

族 Bi，使得 ⋃
B

B ⊂
⋃
i≥1

5Bi.

我们记 1/2 supB∈B diam(B) = R. 将 B 划分为子族 Bn，其中 Bn 的定义为：

Bn =

{
B ∈ B : B 的半径在

(
R

2n
,

R

2n−1

]}
.

我们先假设 B 具有这样的形式：B = {B(x, r(x)) : x ∈ A}，即 B 中成员的球心组成的集合为

A，我们假设 A 是 Rd 的有界子集. 记 A1 是 B1 中成员的球心构成的集合，即：

A1 := {x ∈ A :
1

2
R < r(x) ≤ R}.

对 A1，任选一个点 x1，若 A1\3B(x1, r(x1)) 不是空集，则任选一个点 x1 ∈ A1\3B(x1, r(x1))，

重复以上过程，得到一个点列：

xk+1 ∈ A1\
k⋃

i=1

3B(xi, r(xi)).

由 A1 的定义，对 A1 中的任意两个球，其中一个球的半径不超过另一个球的两倍，于是根据

构造可知每个 B(xi, r(xi)) 是互不相交的. 我们指出这个流程至多进行有限步，因为 A1 ⊂ A

是有界集，因而被一个紧集包含，但我们不可能在一个紧集中堆放无限多个半径大于一个常数

R
2
且互不相交的球，所以，存在 n1 使得 A1\

⋃n1

i=1 3B(xi, r(xi)) 是空集，于是我们得到了 A1

的一个有限覆盖：

A1 ⊂
n1⋃
i=1

3B(xi, r(xi)).

对 A1 中任何一个点 x，因为对 A1 中任何两个球其中一个的半径都不超过另一个的两倍，所

以对任何 i = 1, 2, · · · , n1，都有 r(x) ≤ 2r(xi)，i = 1, 2, · · · , n1，所以：⋃
B1

B =
⋃

x∈A1

B(x, r(x)) ⊂
n1⋃
i=1

5B(xi, r(xi)).

其次考虑 A2，我们从 A2 中去除掉那些和
⋃n1

i=1 B(xi, r(xi)) 有交的球得到 A′
2，对于那些在

A2\A′
2 中的点 x，假设它对应的球 B(x, r) 与球 B(xi, r(xi)) 相交，则：

d(x, xi) ≤ r(x) + r(xi) ≤ 3r(xi).

所以这些点都将被
⋃n1

i=1 3B(xi, r(xi)) 覆盖. 我们对 A′
2 重复上述过程，又找到 n2 − n1 个互不

相交的球 Bn1+1, · · · , Bn2
，满足

⋃
x∈A′

2
B(x, r(x)) 被对应的 5-球覆盖，所以：

⋃
B2

B =
⋃

x∈(A2\A′
2)∪A′

2

B(x, r(x)) ⊂
n1⋃
i=1

3B(xi, r(xi)) ∪
n2⋃

i=n1+1

5B(xi, r(xi)) ⊂
n2⋃
i=1

5B(xi, r(xi)).

对 {An} 重复此过程，得到可数多个球 {Bi}，使得：⋃
B

B =
⋃
n

⋃
Bn

B ⊂
⋃
i≥1

5Bi.
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引理证明完毕.

回到本题，首先假设 E 是有界集. 根据外测度的定义，存在开集 O ⊃ E，使得：

m(O) ≤ (1 +
1

7d
)m∗(E).

我们对一切包含在开集 O 中的球族运用引理，于是存在互不相交的至多可数子球族 {Bi}i≥1 ⊂

O，使得：

E ⊂
⋃
i≥1

5Bi.

由此可知

m∗(E) ≤ 1

5d

∞∑
i=1

m(5Bi) =
∞∑
i=1

m(Bi).

因为 Bi 互不相交而且包含在有界集中，因此
∑∞

i=1 m(Bi) < ∞，所以，存在整数 N，使得：

m∗(E) ≤ 1

6d

N1∑
i=1

m(Bi).

记 E1 = E\
⋃N1

i=1 Bi，则：

m∗(E1) ≤ m∗(E\
N1⋃
i=1

Bi) ≤ m(O)−
N1∑
i=1

m(Bi) ≤ (1 +
1

7d
− 1

6d
)m∗(E).

现在，E1 包含在开集 O\
⋃N1

i=1 Bi 中，根据外测度的定义可知，存在开集 O1 使得 E1 ⊂ O1 ⊂

O\
⋃N1

i=1 Bi，使得：

m(O1) ≤ (1 +
1

7d
)m∗(E1).

对 O1 和 E1 重复以上过程，又找到互不相交的球族 Bi ⊂ B，i = N1 + 1, · · · , N2，使得

m∗(E2) ≤ (1 +
1

7d
)m∗(E1) ≤ (1 +

1

7d
)2m∗(E).

这里 E2 = E1\N2

i=N1+1Bi = A\
⋃N2

i=1 Bi.

显然所有的球都不相交，n 步后：

m∗(E\
Nn⋃
i=1

Bi) ≤ (1 + 7−d − 6−d)nm∗(E).

取 n → ∞ 可得

m∗(E\
∞⋃
i=1

Bi) = 0.

而且，对 η > 0，我们选择 ℓ 足够大使得 1
7ℓ+d < η，根据球族 B 包含在 O 中，并把开头的 1

7d

换成 1
7d+ℓ 可得：

∞∑
i=1

|Bi| ≤ m(O) ≤ (1 +
1

7d+ℓ
)m∗(E).

这就证明了 Vitali 覆盖定理的两个结论.

以上我们假设了 E 是有界集，下面对于一般情况，我们将 Rd 写成 Rd =
⋃∞

j=1 Qj，其中 Qj 是

几乎不相交的立方体，对每个 E ∩ Qj 运用已经证明的结论并结合 m∗(E\
⋃∞

j=1 Qj) = 0 就得

到一般情况下的结论.
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29. (Stein 中译本，P115，问题 5) 设 F 在 [a, b] 上连续，对每个 x ∈ (a, b)，F ′(x) 都存在，而

且 F ′(x) 可积. 则，F 绝对连续而且成立

F (b)− F (a) =

∫ b

a

F ′(x)dx.

证明. 我们证明如下引理：

引理：若对几乎处处 x ∈ [a, b] 都有 F ′(x) ≥ 0，且对每个 x ∈ (a, b) 都有 D+(F ) > −∞，则

F (b) ≥ F (a).

引理的证明：设 E = {x ∈ [a, b] : F ′(x) < 0或不存在}，则 E 是零测集. 根据习题 25 可知存在

递增且绝对连续的函数 Φ 满足 D+(Φ)(x) = ∞，对任何 x ∈ E.

对 δ > 0，考虑函数 F + δΦ，根据 D+ 的定义可知 D+(F + δΦ) = D+(F )+ δD+(Φ).因为 Φ递

增，所以 D+(Φ) ≥ 0. 若 x ∈ E，根据 D+(F ) < ∞和 D+(Φ) = ∞可知 D+(F +δΦ) = ∞ > 0，

若 x /∈ E，则根据 D+(F ) = F ′(x) ≥ 0 可知 D+(F + δΦ) ≥ 0，综上所述 D+(F + δΦ) ≥ 0 对

每个 x ∈ [a, b] 成立. 根据习题 23(a) 的结果可知 F + δΦ 递增，取 δ → 0+ 可知 F 递增，所

以 F (b) ≥ F (a).

回到本题. 要证明题给结论，只需要证明 F (x)−F (a) =
∫ x

a
F ′(y)dy 对每个 x ∈ [a, b]成立即可，

此时 F 显然绝对连续而且微积分基本定理成立. 为此，我们证明 F (x)−F (a) ≥
∫ x

a
F ′(y)dy. 令

G(x) = F (x)−F (a)−
∫ x

a
F ′(y)dy. 为了使用引理的结果，我们取截断函数 fn(x) = min{n, F ′}，

Gn(x) = F (x)− F (a)−
∫ x

a
fn，于是 G′

n = F ′ − fn ≥ 0 对几乎处处 x ∈ [a, b] 成立. 而且，根

据构造可知 D+(Gn) > −∞ 对每个 x ∈ [a, b] 成立. 所以根据引理可知：∫ x

a

fn(y)dy ≤ F (x)− F (a).

因为 F 是闭区间 [a, b] 上的连续函数，所以 F 在 [a, b] 有界，根据控制收敛定理可知：

lim
n→∞

∫ x

a

fn(y)dy =

∫ x

a

F ′(y)dy ≤ F (x)− F (a).

用 −F 替代 F 可得：∫ x

a

(−F ′(y))dy ≤ −F (x) + F (a) ⇒
∫ x

a

F ′(y)dy ≥ F (x)− F (a).

所以对 x ∈ [a, b]，成立： ∫ x

a

F ′(y)dy = F (x)− F (a).


