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《高中数学讲义》序言

答应给这本书做序，我义不容辞，同时又深感荣幸！

当我开始认真敲打这些文字的时候，我正坐在济南的一间会议室里，看着自己的学生自习.李昊

恩也曾是他们中的一员，不过他又有些不一样，他是我的数学课代表，但不搞数学竞赛. 这其中一部

分原因是他更热爱化学，可能多少也与我的教学让他不那么喜欢数学有点关系. 不过好在他不是那

么讨厌数学，不然这本书就无从谈起了.

当我回首李昊恩同学在高中学习数学的生涯，有几点令我印象深刻，想一起分享给读者. 首先，

是他学习数学的方式，他是一个爱思考善思考的孩子.我的课堂上总是留有一些思考题，他总是不满

足于问题的解决，而是想找到我留这个问题思考的目的.我不喜欢故弄玄虚，所以他时常让我觉得有

些内容我们已心照不宣了. 其次，是他的数学笔记，也是这本书的重要底本. 学生的笔记大多是整理

课堂内容，而他是似乎是在写文学批注，充满个人见解以及一些个性化又能加深理解的语言.我记得

他对“端点效应”验证充分性时分类讨论的解释用到的两个词——“悬崖勒马”和“执迷不悟”，真

难为他怎么想的. 最后，是他数学学习的心态，永不满足. 李昊恩同学的优秀，我在此不再做更多的

赘述，读者可以去从校史馆了解.但他从不因为自己的成绩而放松，在数学学习上主动向老师同学们

请教，不断吸收，最终形成个人的体系并加以运用. 从我的角度来看，这些才是数学学习的正道！

事实上，这本书的大部分内容我都是熟悉的. 我自己深知这份工作的艰辛，所以，当李昊恩决定

要做这件事情的时候，我既欣慰又惭愧. 欣慰的是，以他的水平对这东西做整理，必能让这本书的高

度得到保证，书中的内容也有些真正的价值. 惭愧的是，我已经工作近十年，却从没有如他一般有热

情，并坚持到底. 因此，我得知他们有一个编委会，就知道这件事一定能做成. 更有趣的是，编委会

的四位同学高中时所参与的学科竞赛正好覆盖了数、理、化、生四个学科，真正是强强联合！在此，

也再次向李昊恩、周皓然、马天宇、于秉钧四位同学的辛勤付出表达我的敬意.

这本书我已经在去年见到了初稿，并在新一届的教学中使用了一段时间.说实话，对自己曾经的

教学也有些反思，希望日后能不断增删，毕竟，学习一直在路上. 这两天，借着外出培训的时间，我

又看了一下完整稿，深感这一年在清华学习对李昊恩的影响.这本讲授高中数学的书，读起来竟是大

学教材的格式，一下把我拉回到读书的时光. 值得一提的是，这本书的写作使用 LATEX 完成的，因

为我使用 LATEX 整理资料，方便为他提供一些习题. 但我仅仅是入门水平，李昊恩已经可以用它完

成著作了. 我很荣幸拜读自己学生的大作，毕竟自己肯定是写不出这个水平的.

在他们这一届高三备考的很多日子里，李昊恩坐在办公室里我办公桌的隔壁构思行文，终于完

成这本讲义. 他说，这本书是他的“儿子”，希望日后他的学弟学妹们，能多多关注这个“大侄子”.

开卷有益，自己定会有些收获，也让这本书茁壮成长.
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最后，还是要对李昊恩同学说一句——爱徒，辛苦了！

高 雷

2022 年 8 月于济南



前言

我是淮北一中 2021 届奥赛班的一名毕业生，曾在一中度过了难忘的三年时光. 其间，有幸能够

领略高老师讲授的数学课.一直觉得这样精彩又独特的数学课需要有一套专门的、系统的讲义，在上

高二时，突然萌生了俟毕业后将课堂笔记的内容整理成讲义的想法，希望留作纪念，更希望对以后

老师的教学以及同学们的学习提供一点方便.2020 年冬天我通过参加化学竞赛决赛获得了保送资格，

一下子有了大把空闲的时间，向高老师说明我的想法后，他希望我能尽快将讲义整理完毕，当时我

不假思索地答应下来.但事实与理想状况总有差距，开始修改课堂笔记时我遇到了很多困难，首先我

的很多课堂笔记都已散佚，其次，用于给自己备忘的课堂笔记和一个可以称做讲义的稿子完全不是

一回事，由于那时候的自己对这本讲义的内容和样式尚没有清晰的规划，尝试写了一些却总不能满

意，只好暂时放下，这样一拖再拖到了 2021 年六月毕业季（本书封面上的 Euler 公式 eiπ + 1 = 0

就是当时高老师题写的毕业寄语），总算有了初步的规划，于是着手编写这份讲义，撰写书稿、编辑、

排版、审稿同步进行，经过近一整年的努力，讲义终于编成了.

本书的主体内容是基于新教材的知识覆盖范围，同时也结合了现行高考的要求.在内容上，除包

含了教材的全部基本内容外，这份讲义的特别之处在于加入了许多对重要概念的理解，并且一旦必

要且有益，我们都会做适当的补充. 高中数学对包括笔者在内的一部分同学而言往往是相对难学的，

因此本书希望对每一个概念和问题都进行细致和认真的分析，通过这些分析使读者能够准确把握住

这些要点，从而使得自己也具有分析问题和解决问题的能力.

全书分为十二章，包括集合，基本初等函数（含三角函数），平面向量与复数，数列，立体几何，

解析几何，导数和概率统计等若干大模块.每一个小节都加入了相当数量的典型问题作为例题，并逐

一作了分析和解答，不是简单地向读者提供问题的答案，而是提供了笔者思考这些问题的方式和完

整的过程. 讲义中的大部分内容和问题来自课堂笔记，即高老师在课堂上讲授过的内容和分析过的

问题，在此基础上加入了笔者的部分理解.在每一节后配有一定数量的习题，这些习题绝大部分选自

近年来高中数学联赛的预赛试题，最初是由高老师整理出来，供数学竞赛的同学备考高中数学联赛

一试和奥赛班同学在高考一轮复习期间使用的，在此对他致以诚挚的敬意和感谢！也正因如此，部

分习题可能难度较大、技巧性较强，更适于作为巩固练习，而不建议选用这些问题代替日常的作业.

在此，我想向参与编写本书的所有同学表示感谢. 本书的第六章和第十二章初稿由马天宇同学

完成，第十章的部分初稿由于秉钧同学完成，第十一章的部分初稿由周皓然同学完成.这些同学在高

中时的数学成绩便名列前茅，而且都对高中数学有扎实的掌握程度以及很多独到的见解，感谢你们

为这本讲义付出了自己的智慧！另外还要特别感谢周皓然、王春晖、朱浩宇和孙文辉等同学帮助我

整理了大部分的习题答案，没有他们的付出，这本书很难顺利完成. 在初稿的基础上，我们进行了交
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叉审稿，并结合了高老师的想法进行了修改，感谢高老师一直以来对本书编写工作的关心，并感谢

他特地拨冗为本书撰写序言.

由于本书的准备时间比较仓促，对很多内容，尤其是解析几何和导数中的一些处理问题的思想

介绍较少，有待于在以后的继续修订中加以改进. 另外，由于笔者的水平有限，难免有很多疏漏和不

当之处，敬请各位读者批评指正. 我的电子邮箱是 lhe21@mails.tsinghua.edu.cn，欢迎随时来信与我

讨论！另外，如果读者有我的微信、QQ 等联系方式，也欢迎通过它们和我聊. 对于任何有益的建议

和意见，这里都会有清华的小纪念品聊表心意.

另外要特别感谢养育、陪伴了我十九个年头的父母.本书完成的大部分阶段我都负笈于北京，不

似高中时期的朝夕相伴，这才想起他们在我生活、求学时对我无微不至的体贴和无条件的支持，是

他们无私的关爱使得这本讲义充盈着温暖的底色，这本讲义献给你们！

本书杀青之际，听闻母校即将乔迁，不禁倍感欣喜和艳羡. 新校区有了更新、更好的环境以及更

加优越的条件，希望一代代一中学子能够再接再厉，争创更加精彩的成绩，不负好时光！希望母校

的发展越来越好！

最后，感谢教导过我的所有老师，感谢所有帮助过我的人，谢谢你们！

李昊恩

2021 年 12 月于清华园

(2022 年 7 月略作修改)
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第一章 集合与简易逻辑用语

集合以及元素的属于关系是高中数学的基础. 在这一讲中，我们将用尽可能简洁的语言来描述

它的相关内涵和外延，以保留这些概念朴素、直观、自然的特性. 以这些概念为基础，我们还会介绍

一些与高考相关的小专题.

God is in the details.

1.1
集合

1.1.1 集合的概念与表示法

指定的互不相同对象的无序总体称为集合，这是集合的一般概念. 常用大写字母 A,B,C, . . . 来

标记集合. 集合中的对象称为元素. 在数学上我们关注的对象是数，集合中的元素是数的集合称为数

集. 一般我们讨论的集合专指数集.

由集合的概念我们立刻知道集合中的元素有如下性质:

1◦ 确定性：作为集合中的元素必须是确定的，不能确定或没有事先指定的对象不能构成集合. 也就

是说给定一个集合，任何一个对象是不是这个集合的元素也就确定了.

2◦ 互异性：集合中的任何两个元素都必须是不同的对象. 相同的两个对象归入同一集合时，只能算

作一个元素.

3◦ 无序性：集合中的元素之间没有先后顺序之分.

元素与集合的关系分为属于和不属于两种. 如果对象 a 是集合 A 的元素，就说 a 属于集合 A，

记作 a ∈ A. 否则，如果对象 a 不是集合 A 的元素，就说 a 不属于集合 A，记作 a /∈ A.

另外指出：集合中的元素个数也是不规定的，可以没有，可以有有限个，也可以有无限个. 集合

A 中元素的个数称为集合 A 的势，记作 |A| 或 card(A). 特别地，若 |A| = 0，则集合 A 为空集，记

作 ∅. 若 |A| ∈ N+(其中 N+ 表示所有正整数组成的集合，称为正整数集)，则称集合 |A| 为有限集.

若 |A| = +∞，则集合 A 为无限集.

集合的表示法有：列举法、描述法. 下面举例介绍这些方法：

1
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例 1.1. 列举法：将集合中的元素一一列举出来，元素之间用逗号隔开，并写在大括号内的方法. 其

一般形式为 {a1, a2, a3, . . . , an}. 列举法只适合表示元素个数较少的有限集，同时提醒初学者注意：

集合中元素无顺序且不能重复.

例如由小于 8 的所有质数组成的集合可以表示成 {2, 3, 5, 7}.

描述法：用集合中的一个代表元素 x 加上集合中的元素应当满足的确定条件 p(x) 表示某些对

象属于一个集合，并写在大括号内的方法. 其一般形式为 {x|p(x)}，有时也用 {x ∈ I|p(x)}. 描述法

的优势在于简洁、概括.

例如所有小于 3 的整数组成的集合可以表示成 {x|x < 3, x ∈ Z}(其中 Z 表示所有整数组成的

集合，称为整数集). 所有非负奇数组成的集合可以表示成 {x|x = 2k − 1, k ∈ N+}.

评注 1.1.1. 通过本例题，我们了解了表示集合的两个常用方法. 尤其希望读者能够体会到使用描述

法的优势和重要性，并能够做到理解和熟练应用.

本小节最后，我们介绍常用的数集和记法，如下表所示：

表 1.1: 常用的数集和记法

数集 含义 记号

自然数集 所有自然数组成的集合 N

正整数集 所有正整数组成的集合 N+或N∗

整数集 全体整数组成的集合 Z

有理数集 全体有理数组成的集合 Q

正有理数集 所有正有理数组成的集合 Q+

实数集 全体实数组成的集合 R

正实数集 所有正实数组成的集合 R+

复数集 全体复数组成的集合 C

例 1.2. 若集合 A = {x ∈ R|ax2 + ax+ 1 = 0} 中只有一个元素，则 a =( )

(A) 4 (B) 2 (C) 0 (D) 0或4

解. 根据集合中元素的互异性，集合 A = {x ∈ R|ax2 + ax + 1 = 0} 中只有一个元素等价于关于 x

的方程 ax2 + ax+1 = 0 有唯一解. 当 a = 0 时，方程无解，不符合题意，当 a 6= 0 时原方程关于 x

为二次方程，等价于 ∆ = a2 − 4a = 0，解得 a = 4或0(舍去). 故选择 A 项. ♥

1.1.2 包含关系，子集

在这一小节中，我们讨论集合概念的外延：集合与集合的关系以及子集的概念.

观察 设 A 和 B 是两个集合，表示集合之间关系的图示称为文氏图 (Venn diagram)，如图1.1所示.
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A B A B A B

图 1.1: Venn 图

我们称 A 包含于 B，如果 A 中的所有元素都是 B 中的元素，记作 A ⊆ B 或 B ⊇ A. 即

A ⊆ B ⇔ 对 ∀a ∈ A，必有 a ∈ B. 这时，我们说 A 是 B 的子集. 如图1.1所示，左边和右边的情况

表示 A 不是 B 的子集，中间的情况表示 A 是 B 的子集.

特别地，如果 A 中的所有元素都是 B 中的元素，与此同时，B 中的所有元素也是 A 中的元素，

我们就说集合 A 和集合 B 相等. 这是集合相等的的一般定义. 这一定义与两集合的元素完全相同是

等价的，这是一件很自然的事情.

另一方面，从子集的角度理解，A = B ⇔ A ⊆ B且B ⊆ A，故集合相等是子集的一种特殊情况.

例 1.3. 试用 Venn 图表示 A = B.

这个例题留给读者自己完成.

观察 我们回过头来看图1.1中间的情况，我们已经知道它对应着 A ⊆ B. 你在例1.3中画的 Venn 图

表示 A = B，当然也表示 A ⊆ B. 这两者有何不同？

若集合 A，B 满足 A ⊆ B 且 A 6= B，则称 A 真包含于 B，记作 A ⫋ B 或 B ⫌ A. 这时，我

们称 A 是 B 的真子集.

我们特别规定：空集是任意集合的子集；空集是任意非空集合的真子集. 即 ∀A,∅ ⊆ A；∀A 6=

∅,∅ ⫋ A.

例 1.4. 集合 A = {0}，集合 B = {∅}. 则 0 ∈ A，∅ ⫋ A，∅ ∈ B，∅ ⫋ B.

评注 1.4.1. 这个比较无聊的例题是为了澄清一些概念：空集 ∅ 和只由空集组成的单元素集合 {∅}

是完全不同的概念；同时要注意区分包含，真包含和属于这三个概念，前两个概念用来描述的是集

合与集合的关系，而包含关系描述的则是元素与集合的关系.

包含关系具有如下的重要性质：

1◦ 传递性：若 A ⊆ B,B ⊆ C，则 A ⊆ C.

2◦ 自反性：对于 ∀ 集合 A，A ⊆ A.

3◦ 反对称性：A = B ⇔ A ⊆ B且B ⊆ A

4◦ 设有条件 p(x)，条件 q(x)，集合 A = {x|p(x)}，集合 B = {x|q(x)}. 则 A ⊆ B ⇔ p ⇒ q.

这条性质说明，集合 A 包含于集合 B 与条件 p 是条件 q 的充分条件相互等价.
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5◦ 若 |A| = n ∈ N+，则 A 有 2n 个子集，2n − 1 个非空子集，2n − 1 个真子集，2n − 2 个非空真子

集.

证明. 设 A = {a1, a2, . . . , an}，考虑 A 的子集 B，对于任意一个 ai，都有 ai ∈ B 和 ai /∈ B 两

种情况，因此 A 不同的子集共有 2× 2× · · · × 2︸ ︷︷ ︸
n个

= 2n 个，进一步地，考虑到 A 的子集中包括 A

自身和空集 ∅，故 A 有 2n − 1 个非空子集，2n − 1 个真子集，2n − 2 个非空真子集.

例 1.5. 集合 A = {n|n = 3k + 1, k ∈ Z}，B = {n|n = 3k − 2, k ∈ Z}. 证明 A = B.

证明. 先证明 A ⊆ B. 对于 ∀n = 3k + 1 ∈ A，n = 3(k + 1)− 2. 因为 k ∈ Z，所以 k + 1 ∈ Z，所以

n ∈ B，根据包含关系的定义，A ⊆ B.

再证明 B ⊆ A. 对于 ∀n = 3k − 2 ∈ B，n = 3(k − 1) + 1. 因为 k ∈ Z，所以所以 k − 1 ∈ Z，所

以 n ∈ A，根据包含关系的定义，B ⊆ A.

综合以上，根据集合相等的定义，A = B.

1.1.3 集合的运算与容斥原理

在这一小节中，我们讨论集合概念的另一外延：集合的运算.

定义集合的交运算如下：一般地，由属于 A 的元素且属于 B 的所有元素组成的集合称为 A 与

B 的交集，记作 A ∩B，即:

A ∩B = {x|x ∈ A且x ∈ B}

交集用文氏图表示如下：

A BA ∩B

图 1.2: 交集

根据定义，结合交集的意义，我们知道交集有如下基本性质：

对于任意的两个集合 A，B，A ∩B 总有意义，且有：

1◦ (A ∩B) ⊆ A, (A ∩B) ⊆ B;

这条性质阐述了交集的意义：A∩B 集合 A 和 B 的所有公共元素所组成的集合，因此 A∩B 既

包含于 A，也包含于 B. 特别地，如果 A 和 B 没有公共元素，则 A∩B = ∅，而不能说 A 和 B

没有交集.

2◦ A ∩A = A;

3◦ A ∩∅ = ∅;
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4◦ 交换律与结合律：A ∩B = B ∩A,A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C;

根据定义 A ∩B = {x|x ∈ A且x ∈ B} 很容易证明交运算具有交换律和结合律.

5◦ 若 A ⊆ B(A 是 B 的子集)，则 A ∩B = A，反之若 A ∩B = A，则 A ⊆ B(A 是 B 的子集). 特

别地，如果 A = B，则 A ∩B = A = B，反之也成立.

这条性质提供了包含关系和交运算的一个等价关系，我们今后会经常用到这个等价的转化. 读者

可以试着用文氏图表示这条性质，从而在直观上理解这条性质的含义.

与交运算对偶的运算是并运算，仿照前者，定义集合的并运算如下：一般地，由属于 A 的元素

或属于 B 的所有元素组成的集合称为 A 与 B 的并集，记作 A ∪B，即:

A ∪B = {x|x ∈ A或x ∈ B}

并集用文氏图表示如下：

A B

A ∪B

图 1.3: 并集

根据定义，结合并集的意义，我们知道并集有如下基本性质：

对于任意的两个集合 A，B，A ∪B 总有意义，且有：

1◦ A ⊆ (A ∪B), B ⊆ (A ∪B);

2◦ A ∪A = A;

3◦ A ∪∅ = A;

4◦ 交换律与结合律：A ∪B = B ∪A,A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C;

5◦ 若 A ⊆ B(A 是 B 的子集)，则 A ∩B = B，反之若 A ∩B = B，则 A ⊆ B(A 是 B 的子集). 特

别地，如果 A = B，则 A ∪B = A = B，反之也成立.

这条性质提供了包含关系和并运算的一个等价关系，我们今后会经常用到这个等价的转化. 读者

同样可以试着用文氏图从直观上表示这条性质.

例 1.6. 设集合 A = {x|x2 −x− 2 = 0}，B = {x|x2 +x+ a = 0}，若 A∪B = A，求实数 a 的范围.

解. A ∪B = A
性质 5⇐⇒ B ⊆ A.

解关于 x 的二次方程 x2 − x− 2 = 0 得 x = −1 或 x = 2，因此 A = {−1, 2}.

若 B = ∅，则关于 x 的二次方程 x2 + x+ a = 0 没有实数解，故 ∆ = 1− 4a < 0，解得 a >
1

4
.
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若 B 6= ∅，则 −1 ∈ B 或 2 ∈ B. 若 −1 ∈ B，则 a = 0，此时 B = {−1, 0}，B ⊈ A，不符合题

意；若 2 ∈ B，则 a = −6，此时 B = {2,−3}，B ⊈ A，不符合题意.

综上，a 的范围是 {a|a >
1

4
}. ♥

评注 1.6.1. 本例题考查了性质 5 的等价转化的一个应用，同时意在提醒读者注意 B ⊆ A 也包括

B = ∅ 的情况，且在解题时这种情况通常需要单独分类出来进行讨论，初学者常常漏掉这种情况!

另外在本题求参数范围的过程中，我们的转化并不等价，因此得到结果后要进行检验，否则会出现

增根导致出错.

本题也可以采用其他的分类标准，例如按照 B 中的元素个数进行分类讨论. 分类讨论的标准往

往不唯一，但是必须遵循不重复不遗漏的原则，对于那些过于繁复的分类标准也不宜采用.

在研究某些集合时，这些集合往往都是某个给定集合的子集，我们将这个给定的集合称为全集，

常用符号 U 来表示. 全集含有我们所要研究的这些集合的全部元素. 例如：如果我们研究的对象是

实数，那么我们讨论到的所有数集都是实数集 R 的子集；如果我们研究的对象仅限于自然数，那么

就可以取 N 为全集.

定义集合的补运算如下：设 U 为全集，A 是 U 的一个子集，则 U 中所有不属于 A 的元素组

成的集合叫做 U 中子集 A 的补集，记作 ∁UA. 即：

∁UA = {x|x ∈ U且x /∈ A}

∁UA
A

U

图 1.4: 补集

根据定义，结合补集的意义，我们知道补集有如下基本性质：

对于全集 U，以及任意一个子集 A，有：

1◦ A ∪ ∁UA = U,A ∩ ∁UA = ∅;

2◦ 补运算具有对称性，A 与 ∁UA 互为补集，即 ∁U (∁UA) = A. 特别地，∁U∅ = U, ∁UU = ∅.

例 1.7. 全集 U = {x|x ≤ 4}，集合 A = {x| − 2 < x < 3}，B = {x| − 3 ≤ x ≤ 2}，求 A ∩ B，

(∁UA) ∪B，A ∩ (∁UB).

解. 如图1.5所示，∁UA = {x|x ≤ 2或3 ≤ x ≤ 4}，∁UB = {x| < −3或2 < x ≤ 4}.

因此 A∩B = {x|−2 < x ≤ 2}, (∁UA)∪B = {x|x ≤ 2或3 ≤ x ≤ 4}, A∩(∁UB) = {x|2 < x < 3}.

♥

评注 1.7.1. 用数轴来表示通过不等式给出的集合，往往会使集合的运算更加直观.
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−3 −2 −1 0 1 2 3 4

图 1.5:

交、并、补这三种运算是集合的基本运算，为了简化交、并、补的综合运算，我们讨论如下的

常用的运算律：

1◦ (交运算对并运算的分配律，并运算对交运算的分配律)

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (B ∩ C), A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (B ∪ C).

2◦ (Morgan 律)

∁U (A ∪B) = (∁UA) ∩ (∁UB); ∁U (A ∩B) = (∁UA) ∪ (∁UB).

Morgan 律是两条对偶的性质，可以记忆为 “并之补 = 补之交，交之补 = 补之并”.

例 1.8. 50 名学生参与甲、乙两项体育活动，每人至少参加一项，参加甲项的学生有 30 名，参加乙

项的学生有 25 名，则仅参加了一项活动的学生人数为 .

解. 设集合 A，B 分别表示参加甲、乙两项活动的学生的集合，则 |A| = 30, |B| = 25, |A ∪ B| =

50，因为 A 与 B 的交集是由两项活动均参加的学生组成的，因此仅参加了一项活动的学生人数为

50− |A ∩B|. 如何计算 |A ∩B| 呢？

观察 观察文氏图1.2或1.3，由于 A ∩B 中的元素在 |A| 和 |B| 中均计数一次，因此在 |A|+ |B| 中

计数两次；而在 |A ∪B| 中 A ∩B 中的元素只能计数一次，从而 |A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|. 特

别地，如果 A ∩B = ∅，那么 |A|+ |B| = |A ∪B|.

同理可得对于三个有限集合 A,B,C，有 |A ∪ B ∪ C| = |A| + |B| + |C| − |A ∩ B| − |B ∩ C| −

|C ∩A|+ |A ∩B ∩ C|，读者可以尝试自己画出文氏图推出上述公式.

该结论可以推广到 n 元的情况：

定理 1.1.1 (容斥原理). 对于 n 个有限集合 A1, A2 . . . An，|A1 ∪ A2 · · · ∪ An| 有如下交替和的形式

( 每一项所带的符号按正负交替出现 )：

|A1∪A2 · · ·∪An| =
∑

1≤i≤n

|Ai|−
∑

1≤i<j≤n

|Ai∩Aj |+
∑

1≤i<j<k≤n

|Ai∩Aj∩Ak|+· · ·−(−1)n|A1∩A2∩· · ·∩An|.

以上公式就是容斥原理.

回到本题，|A ∩B| = |A|+ |B| − |A ∪B| = 30 + 25− 50 = 5，故仅参加了一项活动的学生人数

为 45. ♥

习题 1.1

1. 设数集M 满足：1 M 中不含元素 1, 0,−1，2 若 a ∈ M ,则 1 + a

1− a
∈ M . 则 |M | = .
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2. 集合A = {1, 2, 3, . . . , 99}，集合B = {2x|x ∈ A}，集合 C = {x|2x ∈ A}，则 |B∩C| = .

3. 若集合 {a, b, c, d} = {2, 0, 1, 8}，且下面四个命题：

(1) a = 2;

(2) b 6= 2;

(3) c = 0;

(4) d 6= 8.

有且仅有一个是正确的，则符合条件的有序数组 (a, b, c, d) 的个数为 .

4. 某个含有三个实数的集合既可表示为 {b, b
a
, 0} ，也可以表示为 {a, a + b, 1}，则 a2018 + b2018 的

值为 .

5. 下列命题正确的有 个.

(1) 很小的实数可以构成集合；

(2) 集合 {y|y = x2 − 1} 与集合 {(x, y)|y = x2 − 1} 是同一个集合；

(3) 1,
3

2
,
6

4
, | − 1

2
|, 0.5 这些数组成的集合有 5 个元素；

(4) 集合 {(x, y)|xy ≤ 0, x, y ∈ R} 是指第二和第四象限内的点集.

6. 已知 yz 6= 0，且集合 {2x, 3z, xy} 也可以表示为 {y, 2x2, 3xz}，则 x = .

7. 设 M = {a|a = x2 − y2, x, y ∈ Z}，则 9 M，则 10 M .

8. 已知集合 A = {x|x = m2 − n2,m, n ∈ Z}

(1) 求证：2k + 1 ∈ A(k ∈ Z);

(2) 判断 4k − 2(k ∈ Z) 是否属于 A.

(3) 试求 A 中第 2017 个正整数（从小到大数）.

9. 已知集合 A = {1, 3, 5, 7, 9}，B = {2, 4, 6, 8, 10}，若集合 C = {x|x = a+ b, a ∈ A, b ∈ B}，则集

合 C 中元素的个数是 .

10. 设集合 {3
a
+ b|1 ≤ a ≤ b ≤ 2} 中的最大元素和最小元素分别为 M,m，则 M −m 的值为 .

11. 已知元素为实数的集合 S 满足下列条件：若 a ∈ S，则
1

1− a
∈ S. 若 2 ∈ S，则集合 S 中至少

有 个元素.

12. 设集合 A = {2, 0, 1, 3}，集合 B = {−x ∈ A|2− x2 6∈ A}．则集合 B 中所有元素的和为 .

13. 集合 A = {2, 0, 1, 4}，B = {k|k ∈ R, k2 − 2 ∈ A, k− 2 /∈ A}. 则集合 B 的所有元素之积为 .

14. 设集合 A = {−1, 0, 2},B = {−x|x ∈ A 且 2− x /∈ A}．则 B= .
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15. 设集合 A = {a1, a2, a3, a4}，若中所有三元子集的三个元素之和组成的集合为 B = {−1, 3, 5, 8}，

则集合 A = .

16. 已知 x1、x2、x3、x4、x5 是正整数，任取四个数后求和得到的数组成的集合为 {44, 45, 46, 47}.

则这五个数为 .

17. 从五个正整数 a, b, c, d, e 中任取四个求和，得到的和值构成集合 {44, 45, 46, 47}，则 a + b + c +

d+ e = .

18. 设集合 X = {1, 2, · · · , 2017}，集合 S = {(x, y, z)|x, y, z ∈ X,且三条件 x < y < z, y < z < x, z <

x < y 恰有一个成立 }. 若 (x, y, z) ∈ S，且 (z, w, x) ∈ S，则 (y, z, w) S,(x, y, w) S.

19. 设集合 S = {y|y =
1008∑
k=1

x2k−1x2k, xi ∈ {
√
2− 1,

√
2 + 1}, i = 1, 2, · · · , 2016}，则 S 中有 个

整数元素.

20. 将集合 {1, 2, · · · , 19} 中每两个互异的数作乘积，所有这种乘积的和为 .

21. 设 a1, a2, a3, a4 是 4 个有理数，使得 {aiaj |1 ≤ i < j ≤ 4} = {−24,−2,−3

2
,−1

8
, 1, 3}，求

a1 + a2 + a3 + a4 的值.

22. 集合M = {u|u = 12m+8n+4l，其中 m,n, l ∈ Z}, N = {u|u = 20p+16q+12r，其中 p, q, r ∈ Z}

的关系为 .

23. 设 A = [−2, 4)，B = {x|x2 − ax− 4 ≤ 0}，若 B ⊆ A，则实数 a 的取值范围为 .

24. 已知非空集合 A = {x|m + 1 ≤ x ≤ 2m − 1}, B = {x|x2 − 2x − 15 ≤ 0}，且 A ⊆ B，则实数 m

的取值范围是 .

25. 已知集合 A = {x|x2 − 3x + 2 ≤ 0}，B = {x| 1

x− 3
< a} . 若 A ⊆ B ，则实数 a 的取值范围

为 .

26. 已知集合 A = {(x, y)|(x− 2)2 + (y − 1)2 ≤ 1}, B = {(x, y)|2|x− 1|+ |y − 1| ≤ a}，A ⊆ B，则实

数 a 的取值范围是 .

27. 已知 a ≥ −2，且 A = {x| − 2 ≤ x ≤ a}，B = {y|y = 2x+ 3, x ∈ A}，C = {t|t = x2, x ∈ A}，若

C ⊆ B，则 a 的取值范围是 .

28. 集合 P = {x|x2 − 5x+ 6 = 0},M = {x|mx− 1 = 0}，且 M ⊆ P，则满足条件的实数 m 组成的

集合为 .

29. 已知 a 为给定的实数，那么集合 M = {x|x2 − 3x− a2 + 2 = 0, x ∈ R} 的子集的个数为 .

30. 已知集合 U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}，A = {1, 2, 3, 4, 5}，B = {4, 5, 6, 7, 8}，则是集合 U 的子集但

不是集合 A 的子集，也不是集合 B 的子集的集合个数为 .

31. 集合 {1, 2, · · · , 2016} 的元素和为奇数的非空子集的个数为 .
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32. 设集合 M = {1, 2, · · · , 1000}，现对 M 中的任一非空子集 X，令 αX 表示 X 中最大数与最小数

的和．那么，所有这样的 αX 的算术平均值为 .

33. 集合 A 是由 {1, 2, · · · , 50} 中的 40 个元素组成的子集，S 为集合 A 中的所有元素之和．则 S 的

取值个数为 .

34. 已知集合 M = {1, 99,−1, 0, 25,−36,−91, 19,−2, 11}，记集合 M 的所有非空子集为 Mi ，i =

1, 2, · · · , 1023，每一个 Mi 中所有元素之积为 mi ，则
1023∑
i=1

mi= .

35. 已知集合 A = {1, 2, 3, · · · , 2019}，对于集合 A 的每一个非空子集的所有元素，计算它们乘积的

倒数，则所有这些倒数的和为 .

36. 已知集合 A = {1, 2, 3, 4, · · · , 101}，集合 B ⊆ A，且集合 B 中的最小元素是偶数.

(1) 若集合中 B 的最小元素是 2，最大元素是 13，求满足条件的集合 B 的个数;

(2) 求所有满足条件的集合 B 中的最大元素之和.

37. 若实数集合 A = {31x, 65y} 与 B = {5xy, 403} 仅有一个公共元素，则集合 A ∪B 中所有元素之

积的值是 .

38. 设集合 M = {x| − 1

2
< x <

1

2
}，N = {x|x2 ≤ x}．则 M ∩N = .

39. 已知集合 A = {1, 2, 1
2
}，集合 B = {y|y = x2, x ∈ A}，则 A ∩B= .

40. 设集合 A = {1, 2, 3, · · · , 99}, B = {2x|x ∈ A}, C = {x|2x ∈ A}，则 B ∩ C 的元素个数为 .

41. 设集合 A = {x|x = 2n− 1, n ∈ N∗}, B = {y|y = 3x− 1, x ∈ A}，则 A ∩B = .

42. 已知集合 A = {x|5x− a ≤ 0} ，B = {x|6x− b > 0}，a、b ∈ N ，且 A ∩B ∩N = {2, 3, 4} ，则

整数对 (a, b) 的个数为 .

43. 已知集合 A = {(x, y)||x|+ |y| = a, a > 0},B = {(x, y)||xy|+ 1 = |x|+ |y|} 若 A ∩B 是平面上正

八边形的顶点所构成的集合，则 a 的值为 .

44. 已知集合 A = {(x, y)|x+a2y+6 = 0}，集合 B = {(x, y)|(a−2)x+3ay+2a = 0}，若 A∩B = ∅，

则 a 的值是 .

45. 已知 M = {(x, y)|x2 + 2y2 = 3}, N = {(x, y)|y = mx+ b}. 若对所有 m ∈ R ，均有 M ∩N 6= ∅，

则 b 的取值范围是 .

46. 如果集合 A = {1, 2, 3, · · · , 10}, B = {1, 2, 3, 4}, C 是 A 的子集, 且 C ∩B 6= ∅ , 则这样的子集 C

有 个.

47. 若非空集合 A = {x|2a+ 1 ≤ x ≤ 3a− 5}, B = {x|3 ≤ x ≤ 22}, 则能使 A ⊆ A ∩B 成立的所有 a

的集合是 .
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48. 已知集合 A = {x|x2 + 2x− 8 > 0}，B = {x|x2 − 2ax− 4 ≤ 0}. 若 a > 0，且 A ∩B 中恰有 1 个

整数，则 a 的取值范围为 .

49. 设集合 A = {x|x2 − [x] = 2},B = {x| − 2 < x < 2}, 其中符号 [x] 表示不大于 x 的最大整数，则

A ∩B= .

50. 设集合 A = {n|n
3
∈ N∗} ,B = {y|y = x+ 4 +

√
5− x2}，则集合 A ∩B 中元素的个数为 .

51. 设 an = 2n，bn = 5n− 1(n ∈ N∗)，S = {a1, a2, · · · , a2015} ∩ {b1, b2, · · · , ba2015
}，则集合 S 中的

元素的个数为 .

52. 已知集合 P = {1, |a|}，Q = {2, b2}为全集 U = {1, 2, 3, a2+b2+a+b}的子集，且 ∁U{P∪Q} = {6}，

则 a= ，b= .

53. 设集合 A = {x|x2 + 3x+ 2 ≤ 0}，B = {x|x2 + ax+ b ≤ 0}．

(1) 若 (∁RA) ∩B = {x| − 1 < x ≤ 2}，(∁RA) ∪B = R，求 a、b 的值；

(2) 若 b = 1，且 A ∪B = A，求实数 a 的取值范围．

54. 对于任何集合 S，用 |S| 表示集合 S 中的元素个数，用 n(S) 表示集合 S 的子集个数. 若 A、B、

C 是三个有限集，且满足条件:

(1) |A| = |B| = 2016；

(2) n(A) + n(B) + n(C) = n(A ∪B ∪ C)．

则 |A ∩B ∩ C| 的最大值是 .

1.2
简易逻辑用语

在数学著作或者文献中，通常不只包括普通的语言，而是还有一套专用于叙述理论的符号语言.

为此，我们在这里介绍通用的数学逻辑符号 ¬,∧,∨,=⇒，⇐⇒，它们分别表示联结词 “非”，“且”，

“或”，“蕴含、推出”，“等价、互推、当且仅当”，还有 ∀, ∃，它们分别表示量词 “对任意”(“for all”,“for

arbitrary”,“for any”) 和 “存在”(“there exists...”).

下面我们将用刚刚引入的集合的语言来阐述以上逻辑用语的基本含义.

1.2.1 命题与逻辑联结词

我们将可以判断真假（称为真值）的陈述语句称为命题. 在数学中，通常还可以借助符号和式子

表达. 例如 “1 + 1 = 2”，“
√
4 > 1” 等都是命题.

我们遇到的命题中绝大部分都可以叙述为 “若 p，则 q”，或者 “如果 p，那么 q” 的形式. 我们将

叙述为这种形式的命题叫做假言命题或者复合命题，反之，则称为直言命题. 例如 1 + 1 = 2 是一个

直言命题，“复数的平方是正数” 也是一个直言命题. 其中，后面一个命题也可以叙述为：“若 x < 0，

则 x2 > 0”，这样它就转化成一个假言命题了.
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我们经常使用符号 =⇒. 例如命题 “如果 p，那么 q 为真” 意思是 p 蕴含 q 或者 p 可以通过推理

得出结论 q，我们将此事记为 p =⇒ q，它表示 “p 推出 q”，或者 “p 蕴含 q”，等等.

对于假言命题，我们可以讨论其否命题、逆命题和逆否命题. 对于命题 A: 若 p，则 q：

• 逆命题：若 q，则 p; 或者 q ⇒ p.

• 我们对一个命题 p进行否定，将会得到一个新的命题 ¬p，注意，我们在形式逻辑中只处理 “真、

假” 两种情况（称为真值），也就是说我们要使用排中律：

排中律. 对任一命题 p，要么 p 真，要么 ¬p 真，没有其他状态.

• 否命题：若非 p，则非 q; 或者 ¬p ⇒ ¬q.

• 逆否命题：若非 q，则非 p; 或者 ¬q ⇒ ¬p.

逆命题和否命题的真值通常和原命题是无关的，但是，逆否命题的真值和原命题的真值必然相

同. 这一点我们可以用排中律和反证法来说明：

根据排中律，我们有 ¬(¬p) = p. 以及 “非假 = 真”，这常用于反证法论证中：从假设 p 不真出

发推出 p 真，从而与排中律不符，因此只能是 p 真.

利用反证法和排中律可得：

(p =⇒ q) ⇔ (¬q =⇒ ¬p)

即，逆否命题和原命题真值相等.

证明. 假设 “p =⇒ q” 成立，来证明 “¬q =⇒ ¬p” 成立. 反证法：假设 “¬q =⇒ ¬p” 不成立，这等于

说是虽然 q 假但是 p 不假，也就是（根据排中律），q 假但是 p 真，然而根据假设可知 p 真蕴含着 q

真，此时 q 真和 q 假同时发生了，这和排中律矛盾，所以必然是 p 假，这就证明了 ¬q 能够给出 ¬p.

反过来假设 “¬q =⇒ ¬p” 成立去证明 “p =⇒ q” 的方法完全相同，留给读者完成.

注. 关于假言命题 “若 p，则 q” 或 “p ⇒ q” 成立与否的问题.

我们知道，若 p 真且 “p ⇒ q” 真，则 q 也真，由此：

(1) 若 p 真且 q 假，则 “p ⇒ q” 就是不成立的.

然而对于 p, q 的其他三种情况，我们都规定 “p ⇒ q” 成立，也就是：

(2)若 p真且 q 真，则 “p ⇒ q”成立；(3)若 p假，则 “p ⇒ q”都认为是成立的，不论 q 的真假.

对此可以这样解释：按照我们的思维习惯，假言命题本身包含了假设，也就是说其前提条件 “如

果” 实际上可能不发生，在 (2) 中，既然已经有 p 和 q 都是真的，即 p 和 q 之间可能存在蕴含关系，

只不过我们或许无法证明，因而做了规定 (2).

而对于 (3)(4)，因为根本没有 p（也就是说，实际上 p 就是假的），所以它和假言命题 “若 p 则

q” 没有矛盾，既然没有矛盾，不妨假设它成立. 我们可以理解成：假的前提可以导出任何结论，只

不过它完全无法保证该结论本身的真假. 因此如果我们用不真实、不正确的前提做推理，那么这时

p ⇒ q 于推理而言是无效的，例如：

(1)(1 < 0) ⇒ (我是清华大学化学系的一名学生). (2)(我没有开挂(这是谎话)) ⇒ (你诬陷我).

在这两个例子中前提 p 都是假的，因此 p 愿意导出什么结论任由它去.
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例 1.9. 给定原命题 A，其逆命题和否命题互为逆否命题，所以它们真值相同.

例 1.10. 设 A,B 是全集 U 的两个子集，则：

A ⊆ B ⇔ ∁UB ⊆ ∁UA.

证明. 根据原命题和其逆否命题真值相同容易证明，留给读者.

对于条件语句 p 和 q，我们经常要用逻辑联结词来得到新的条件语句. 前面介绍的 “非”¬ 就是

其中一个逻辑联结词，除此之外常用的还有或 ∨ 和且 ∧.

有了逻辑联结词，我们可以给出集合的交、并、补的定义. 设 p 和 q 是条件语句，A 和 B 全集

M 的子集，且

A = {x ∈ M |p(x)}, B = {x ∈ M |q(x)}.

则：

A ∪B := {x ∈ M |p(x) ∨ q(x)},

A ∩B := {x ∈ M |p(x) ∧ q(x)},

∁MA := {x ∈ M |¬p(x)}.

由此可见，或、且、非实际上就可以理解为集合的并、交、补.

当我们用逻辑联结词联结两个命题 p 和 q 时，得到的新命题与原命题的真值有如下关系：

• p ∨ q 为真 ⇔ p, q 至少有一个为真（简记为 “有真为真，全假为假”）.

• p ∧ q 为真 ⇔p, q 都为真（简记为 “全真为真，有假为假”）.

• ¬p 与 p 的真值相反（根据排中律）.

当我们用逻辑联结词联结条件语句时候，对新的条件语句的否定如下：

• ¬(p ∧ q) = (¬p) ∨ (¬q).

• ¬(p ∨ q) = (¬p) ∧ (¬q).

• ¬(¬p) = p.

前两个结论由 De Morgan 律容易看出，最后一个结论可由排中律直接得到.

1.2.2 量词

我们把量词 ∀叫做全称量词，它表示 “任意的”，“每一个”，“所有的”，或者 “对于任意的”，“对

于每一个”，“对于任何一个”，“对所有的”，等等. 含有全称量词的命题称为全称命题，其一般形式

为：

∀x ∈ M, r(x).

其中 M 是集合，r(x) 是一个关于元素 x 的命题. 上述命题的语言表达就是：“对集合 M 中的

每一个元素 x，r(x)”.
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量词 ∃ 称为特称量词，它表示 “存在”，“有”，“至少存在一个”，“至少有一个”，等等. 含有特

称量词的命题叫做特称命题. 其形式为：

∃x ∈ M, s(x).

其中 M 是集合，s(x) 是一个关于元素 x 的命题.

例 1.11. 判断下面命题的真假：(1)∀x ∈ R，x2 + 1 > 0；(2)∀x ∈ R+,
√
x ≥ 1；(3)∃x ∈ Z, x3 < 1；

(4)∃x ∈ Q, x2 = 3.

解. (1) 因为 ∀x ∈ R，都有 x2 ≥ 0，所以 x2 + 1 ≥ 1 > 0，因此 (1) 是真命题.

(2)
1

4
∈ R+，但是

√
1

4
=

1

2
< 1，所以 (2) 是假命题.

(3)−1 ∈ Z，(−1)3 = −1 < 1，所以 (3) 是真命题.

(4) 假设存在这样的有理数 x，则存在整数 p, q，q 6= 0，使得 p, q 互素（即最大公约数为 1）且

x = p/q，所以 p2/q2 = 3，即 p2 = 3q2，由此可知 3 整除 p2，有算数基本定理可知 3 也整除 p，设

p = 3r，其中 r ∈ Z，则 3q2 = p2 = 9r2，因此 q2 = 3r2，同理可知 3 整除 q，因此 3 是 p, q 的一个

公约数，这与 p, q 互素矛盾. 因此不存在这样的有理数 x，所以 (4) 是假命题.

事实上，我们根据初中所学的只是可知，x2 = 3 在实数范围内只有两个根
√
3 和 −

√
3，这两个

实数根均为无理数. 而我们认为 Q ⊂ R，所以方程 x2 = 3 没有有理数根. 即 (4) 是假命题. ♥

评注 1.11.1. 要判定全称量词 ∀x ∈ M, r(x) 是真命题，必须对 M 中的每个元素 x 验证 r(x) 成立；

但要判定其为假命题，却只需要举出 M 中的一个元素 x0，去验证它使得 r(x0) 不成立（这就是 “举

出一个反例”）.

要判定特称量词 ∃x ∈ M, s(x) 是真命题，只要在 M 中找到一个元素 x0 使得 s(x0) 成立（即

举例说明）；但要判定其为假命题却需要对集合 M 中的每个元素 x 验证 s(x) 不成立.

下面我们探讨全称命题和特称命题的否定.在数学中，这是非常重要的，因为命题的否定通常需

要转化成等价的肯定语气，或者尽可能肯定的语气来陈述，否则无法展开证明.而全称命题和特称命

题的否定是其中一种非常重要的操作.

我们先来看一个简单的例子：若记 s：所有自然数都是整数，则不难看出其否定为 ¬s：不是所

有自然数都是整数. 事实上，这里的 s 就是一个全称命题，而且可以表达成：

s : ∀x ∈ N, x ∈ Z.

但是，我们更希望 ¬s 是以一种肯定的语气叙述的. 事实上，¬s 还可以表述成：至少有一个自

然数不是整数，或者，存在一个自然数不是整数. 由此可见 ¬s 是一个特称命题，并且可以用符号表

达成：

¬s : ∃x ∈ N, x /∈ Z.

我们对比 s 和 ¬s 的符号表达，不难看出 s 和 ¬s 的区别在于：(1) 量词由 ∀ 变成了 ∃，(2) 结

论 x ∈ Z 则变成了 x /∈ Z. 一般地，全称命题 “∀x ∈ M,p(x)” 的否定是特称命题：

∃x ∈ M,¬p(x).
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与之对应地，我们还能看出特称命题 “∃x ∈ M, q(x)” 的否定是全称命题：

∀x ∈ M,¬q(x).

以上两个结论都可以简单地记为：改变量词，条件不变，否定结论.

例 1.12. A : 每个 ≥ 4 的偶数可以表成两个正素数之和，那么 ¬A 如何叙述为特称命题？（A 即著

名的哥德巴赫猜想）

解. 事实上，A 可以陈述为全称命题：

A : ∀n是偶数且n ≥ 4, ∃p1, p2为正素数,使得n = p1 + p2.

为了得到 ¬A，我们只需要改变量词，条件不变，否定结论. 注意，这里的结论是用特称命题表

述的，因此其否定也可以用相同的方式改成全称命题，这里不再赘述.

¬A : ∃n是偶数且n ≥ 4, ∀p1, p2为正素数,都有n 6= p1 + p2.

♥

1.2.3 充分条件和必要条件

考虑假言命题：若 p，则 q. 设该命题为真，则有 p ⇒ q 成立.

现在我们将 p 和 q 理解成条件语句，则在 p ⇒ q 中，我们称 p 是 q 的充分条件，q 是 p 的必

要条件.

实际上，充分条件和必要条件之间的关系本质上就是集合之间的包含关系，我们记：

A := {x|p(x)}, B := {x|q(x)}.

则因为 p ⇒ q，所以 x ∈ A ⇒ x ∈ B，所以 A ⊆ B，反过来，若 A ⊆ B，则 p ⇒ q.

例 1.13. 若 一个三角形是正三角形︸ ︷︷ ︸
p

，则 这个三角形是锐角三角形︸ ︷︷ ︸
q

.

该命题是真命题. 从集合的角度来看，设 A = {所有的正三角形}，B = {所有的锐角三角形}，

则 A ⊆ B，所以显然有 p ⇒ q.

如果假言命题 p ⇒ q 的逆命题 q ⇒ p 也是真的，即 p 既是 q 的充分条件，又是 q 的必要条件，

此时我们就说 p 是 q 的充分必要条件（或充要条件），记为 p ⇔ q. 此时，对应的集合 A 和 B 满足

A = B. 一般地，关于假言命题 “若 p，则 q”，其条件 p 和 q 的关系有如下几种：

p 和 q 的关系 原命题和其逆命题的真值 对应的集合之间的关系

p 为 q 的充要条件 原命题和其逆命题均为真命题 A = B

p 为 q 的充分不必要条件 原命题为真，但是逆命题为假 A ⫋ B

p 为 q 的必要不充分条件 原命题为假，但是逆命题为真 B ⫋ A

p 是 q 的既不充分也不必要条件 原命题为假，逆命题也为假 A ⊈ B 且 B ⊈ A.



16 第一章 集合与简易逻辑用语

例 1.14. A = {x|1 < x < 2}，B = {x|m+ 1 < x < 2m− 1}，若 x ∈ A 是 x ∈ B 的必要但不充分

条件，试求 m 的范围.

分析：题给条件就等价于 B ⫋ A.

解. 根据题给条件，B ⫋ A.

若 B = ∅，则 m+ 1 ≥ 2m− 1，所以 m ≤ 2.

若 B 6= ∅，则


1 ≤ m+ 1,

2m− 1 ≤ 2,

2m− 1 > m+ 1,

，该不等式组无解.

所以，m 的取值范围是 (−∞, 2]. ♥
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C’est pour la résolution to de ces problèmes, et non par amour des complications.

（这是为了要解决那些存在的问题，而不是因为我们更偏爱复杂的对象.）

——Henri Lebesgue

这一讲讨论基本初等函数. 变量与变量之间的关系 (即函数) 是这一知识模块的基本研究对象，

基本初等函数作为函数中最最基础的一类，它们有一些非常典型的性质，希望各位读者在了解这些

函数的过程中，准确地把握好函数的性质，并在练习解题时做到灵活运用和深入思考.

我们在初中的课程中已经学过了自变量、因变量与函数的基本概念，并且学习了函数的表示法，

特别是解析法和图像法.在高中阶段我们需要进一步引入一些新的概念，作为认识函数、研究函数的

基本工具. 为了接下来的讨论，我们需要先介绍一下数轴和区间的概念：

在一条直线上，取定一点 O，然后取定一个单位长度并在直线上选定一个方向 (习惯上取右侧

为正方向，如图2.1). 对于 ∀x ∈ R，如果 x = 0，则将 x 对应于坐标原点 O；若 x > 0，则将 x 对应

于直线上一点 P，使得自 O 至 P 的方向与所选方向一致，且线段 OP 的长度为单位长度的 x 倍；

若 x < 0，则 P 点的选定方法类似，只不过自 O 至 P 的方向与所选方向相反. 总之，这条直线上的

每一个点都可以看成一个实数；反之每一个实数都可以看成这条直线上的一个点. 我们把这条直线

称为数轴.

0 1 x

O P

图 2.1: 数轴

引入数轴概念后我们往往将实数集 R 与数轴等同，也不再区分实数和数轴上的点，并把一个数

x 称为点 x. 有了数轴的概念以后，两个实数 a 和 b 的大小关系 a < b 有清楚的几何意义：a < b 表

示点 a 在点 b 的左侧. 给定两个实数 a < b，我们把数集 {x|a ≤ x ≤ b} 称为闭区间，记作 [a, b]；把

数集 {x|a < x < b} 称为开区间，记作 (a, b). 类似地可以定义半开半闭的区间 (a, b] 和 [a, b)：

(a, b] = {x|a < x ≤ b}, [a, b) = {x|a ≤ x < b}.

对于开区间 (a, b) 或闭区间 [a, b] 或半开半闭的区间，其区间长度为 b − a，而点 c =
a+ b

2
是

区间中点. 区间长度和区间中点的几何意义可以清楚地在数轴上看到.

17
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我们习惯将整个数轴 R 表示成区间 (−∞,+∞)，并考虑如下形式的区间：

(a,+∞) = {x|x > a}, (−∞, b) = {x|x < b}.

据此读者可以自己定义区间 [a,+∞) 和 (−∞, b]. 今后我们在解答有关参数范围的问题时，习惯

将答案写成区间的形式.

2.1
映射与函数

2.1.1 映射，单射，满射和一一映射

映射是数学中的一个基本概念，用于描述对应关系. 给出其定义如下：

定义 2.1. 设 A 和 B 是两个给定集合，f 是某种对应法则. 如果按照对应法则 f，使得对于每个

x ∈ A，通过 f 可以唯一确定一个 y ∈ B. 那么成 f 是 A 到 B 的一个映射，记作 f : A → B.

原像x 像y

对应法则f

A B

图 2.2: 映射的三个要素：原像集 A，像集 B，对应法则 f 的图解

称 B 中元素 y 是 A 中元素 x 在映射 f 作用下的像，记作 y = f(x)，并用符号 f : x 7→ y 表

示.x 称为 y 的一个 原像.

例 2.1. 设集合 A = {a, b, c}，B = {x, y, z}. 判断以下三种对应中，哪些是 A 到 B 的映射.

f : a 7→ y, b 7→ z, c 7→ x;

g : a 7→ y, c 7→ x;

h : a 7→ y, b 7→ z, c 7→ x, c 7→ z.

解. f : a 7→ y, b 7→ z, c 7→ x 是 A 到 B 的一个映射.

g : a 7→ y, c 7→ x 不是 A 到 B 的映射，因为 b 在 g 的作用下没有像，根据定义可知 g 不是 A

到 B 的映射.

h : a 7→ y, b 7→ z, c 7→ x, c 7→ z 也不是 A 到 B 的映射，因为对于原像 c，B 中有两个元素 x 和

z 与它对应，c 的像无法被唯一确定，根据定义可知 h 不是 A 到 B 的映射. ♥

定义 2.2. 设有映射 f : A → B，如果对于任意的 a1, a2 ∈ A，如果 a1 6= a2，必有 f(a1) 6= f(a2)，

那么称 f 是 A 到 B 的一个单射. 即在 B 中不存在有多个原像的像.



2.1 映射与函数 19

如果对于任意的 b ∈ B，均存在 a ∈ A，使得 f(a) = b，那么称 f 是 A 到 B 的一个满射. 即

B 中每个元素都有原像，f 映满了整个集合 B，B 中没有元素剩余.

如果 f 既是单射也是满射，则称 f 为一一映射或双射. 一一映射是一种很重要的映射，例如

一个班的每个同学与其学号一一对应，这种对应就是一一映射. 特别地，如果 A = B 且 f : x 7→

x(其中x ∈ A)，则这个映射称为 A 上的恒等映射或单位映射.

例 2.2. 设 A = {a1, a2, a3}，B = {b1, b2, b3, b4}.

(1) 求 A 到 B 的单射个数;

(2) 求 A 到 B 不是单射的映射个数;

(3)A 到 B 的映射能否是满射？

解. (1)a1, a2, a3 的像互不相同，因此单射的个数为 A3
4 = 24 个.

(2) 确定 a1 的像，有 4 种方法，确定 a2 的像，同样有 4 种方法，确定 a3 的像，还是有 4 种方

法，因此 A 到 B 的不同映射个数有 43 = 64 个，又因为单射有 24 个，故不是单射的映射有 40 个.

(3) 答案是否定的. 因为 A 中的每个元素恰与 B 的一个元素对于，而 |A| = 3, |B| = 4，所以 B

中至少有一个元素，在集合 A 中找不到它的对应元素. 因而不存在能够映满 B 的映射 f .

事实上，如果存在 A 到 B 的单射，那么 |A| ≤ |B|；如果存在 A 到 B 的满射，那么 |A| ≥ |B|.

♥

2.1.2 函数

映射是比函数更加基本的概念，函数可以看成是特殊的映射. 在数学中我们研究的变量通常是

数，自然需要建立从非空数集到非空数集的映射. 我们给出函数的确切定义如下：

定义 2.3. 设 x 和 y 是两个变量，分别在非空数集 A 和 B 中取值. 如果按照某种对应法则 f 使得对

于每个 x ∈ A 都能找到唯一确定的值 y ∈ B 与之对应，那么就称 f 是一个函数，并记作 f : A 7→ B.

数集 A 称为函数 f 的定义域.

对于 A 中的每个元素 x，根据对应法则 f 所对应的 B 中的元素 y 称为f 在 x 点处的函数值，

并记为 f(x). 全体函数值组成的集合 f(A) = {y|y = f(x), x ∈ A} 称为函数 f 的值域. 显然，f(A)

是 B 的一个子集.

我们现阶段讨论的函数的值域 f(A) 通常都是实数集 R 的子集，因此为了方便，上述定义中的

B 常用实数集 R 来代替. 这是没有任何问题的，例如定义在 A = [3,+∞) 的函数 y =
√
x− 3 的值

域是 [0,+∞)，但是我们仍然可以认为 y 的变化范围是 R，并且将该函数记成 f : A → R. 总之，当

我们统一地用 R 来代替定义中的 B 时，确定函数的主要因素实际上是两个：对应法则和定义域. 所

以我们更加习惯将函数 f : A 7→ B 记成:

y = f(x), x ∈ A;

或者简单地记成 y = f(x)，并在这种看法下称 x 为自变量，y 为因变量. 定义域常用记号 D 来

表示.
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根据函数 y = f(x), x ∈ D 的定义可知，数集 D 中每一个数 x 与值域 f(D) 当中的数 y 相对

应，因此可以用有序实数对集

G = {(x, y)|y = f(x)}, x ∈ D

来表示函数 f(x), x ∈ D. 平面中的点集 G 在坐标系中描绘出这个函数的图像. 如果函数在某个区间

内的图像是一个连续的曲线 (曲线上没有间断)，就说函数在该区间内是连续的，关于函数连续性的

严格定义需要用到高等数学中的极限论，显然已经远远超出了高中课程的内容，此处不作介绍.函数

连续是许多重要性质的前提条件，我们今后要讨论的基本初等函数在定义域内都是连续的.

除了用图像描绘以外，我们见到的函数多是由表达式给出的.比如某质点作自由落体运动，其位

移 s(t) =
1

2
gt2，这里的 t 与 s 的对应关系是由一个公式给出的. 有时候用一个公式还不够，而只能

在定义域的不同部分用不同的解析式来表示，这类函数称为分段函数. 例如我国公民缴纳的个人所

得税额取决于他一个月的收入：

f(x) =



0, 0 ≤ x ≤ 800,

(x− 800)× 5

100
, 800 < x ≤ 1300,

500× 5

100
+ (x− 1300)× 10

1000
, 1300 < x ≤ 2800,

25 + 150 + (x− 2800)× 15

100
, 2800 < x ≤ 5800.

分段函数的一般形式为：

f(x) =



f1(x), x ∈ D1,

f2(x), x ∈ D2,

· · ·

fn(x), x ∈ Dn.

其中要求 Di ∩ Dj = ∅, i 6= j，即各段的区间不能有重叠. 此时，函数 f(x) 的定义域 D =

D1 ∪D2 ∪ · · · ∪Dn. 特别提醒读者注意，分段函数也是一个函数，只是在定义域的不同部分有不同

的表达式，不要混淆概念，误认为分段函数表示多个函数.

接下来我们对函数的定义域作一般性的讨论. 函数的定义域 D 是根据具体函数的定义来确定

的. 一个由表达式给出的函数的定义域通常认为是使得表达式有意义的自变量 x 的一切值. 例如一

次函数 y = kx + b 和二次函数 y = ax2 + bx + c 的定义域都是 R，反比例函数 y =
k

x
的定义域是

(−∞, 0) ∪ (0,+∞)，函数 y =
√
x− 3 的定义域为 [3,+∞). 对于一些具体的物理问题或实际问题中

出现的函数，其定义域还要根据所讨论的问题来确定.

例 2.3. 求函数 y =
4
√
x2 − 2x− 3

|x+ 2| − 6
的定义域.

解. 这是一个由表达式给出的函数，要使表达式有意义，x 的取值需要使分母不得零、偶次根号下非

负. 即：  |x+ 2| − 6 6= 0,

x2 − 2x− 3 ≥ 0.
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解得 x ∈ (−∞,−8) ∪ (−8,−1] ∪ [3, 4) ∪ (4,+∞). 即函数的定义域为 (−∞,−8) ∪ (−8,−1] ∪ [3, 4) ∪

(4,+∞). ♥

函数之间经过若干次四则运算后可以得到新的函数. 例如函数 y = ax +
b

x
, a, b 6= 0 可以看成是

由正比例函数 y = ax 和反比例函数 y =
b

x
相加得到的. 一般地，设有定义在 D1 上的函数 f(x) 和

定义在 D2 上的函数 g(x)，有关函数四则运算所得函数的定义域有如下结论：

1◦ h(x) = f(x)± g(x) 的定义域为 D1 ∩D2;

2◦ h(x) = f(x) · g(x) 的定义域为 D1 ∩D2;

3◦ h(x) =
f(x)

g(x)
的定义域为 D1 ∩ {x|x ∈ D2, g(x) 6= 0}.

这些结论在今后讨论函数的定义域的问题中会经常用到. 例如函数 y = ax +
b

x
, a, b 6= 0，根据

上述结论立刻得到其定义域为 (−∞, 0) ∪ (0,+∞).

有时函数的自变量和因变量要通过另外一些变量才能建立联系，为此，我们定义函数的复合运

算：

定义 2.4. 假定我们给了两个函数：定义在 D2 上的函数 f(x) 和定义在 D1 上的函数 g(x)，并且假

定集合 D∗
1 = {x|g(x) ∈ D2, x ∈ D1} 6= ∅，即 D1 的非空子集 D∗

1 满足 g(D∗
1) ⊆ D2. 这时候对于每

一个 x ∈ D∗
1 通过对应法则 g 能够唯一确定一个 u = g(x) 与之对应，又根据我们的假定，这个 u

值一定属于 D2，因此 u 通过对应法则 f 又能够唯一确定一个 y = f(u) 与之对应. 这样一来，我们

就建立了一个 x 到 y 的对应，从而得到定义在 D∗
1 上，以 x 为自变量，y 为因变量的一个新的函

数. 记作：

y = f [g(x)], x ∈ D∗
1 .

称为由函数 f 和 g 经过复合运算得到的复合函数，其中 g 称为内层函数，f 称为外层函数.

x
u

y

g f

f ◦ g

D1 D2

D∗
1

图 2.3: 复合函数或复合映射

关于复合运算的定义，我们提醒读者注意以下三点：

1◦ 一般地，设有定义在 D1 上的函数 f(x) 和定义在 D2 上的函数 g(x)，在满足上述假定的前提下，

经复合运算得到的函数 h(x) = f [g(x)] 的定义域为 {x|x ∈ D1, g(x) ∈ D2}(由内到外). 这条性质

从定义中可以直接得到，可以作为一个常用的结论直接使用.
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2◦ 上述定义中，g(D∗
1) ⊆ D2，即内层函数的值域是外层函数的定义域的子集. 另外，D∗

1 ⊆ D1，即

复合函数的定义域是内层函数定义域的子集.

3◦ 复合函数 y = f [g(x)] 和 y = f(x) 是两个不同的函数. 首先两者的自变量 x 和因变量 y 之间的

对应法则不同；其次，它们的定义域也不是一回事，这一点可以理解为：在复合函数 y = f [g(x)]

中 g 的作用对象 x 在 D∗
1 上 (D∗

1 ⊆ D1)，而 f 的作用对象 g(x) 在 D2 上 (g(D∗
1) ⊆ D2)，其中，

自变量 x 的范围是 D∗
1 . 而对于函数 y = f(x)，自变量 x 的范围是 D2. 这两者显然不同.

原则上，只有当函数直接用 y = f(x) 给出时，函数 f 的定义域才是自变量 x 的取值范围，而当

函数用复合函数给出时，自变量 x 的范围（即复合函数的定义域）需要通过第一条所述 “由内到

外” 的规则确定出，而不能简单地认为复合函数的定义域就是外层函数 f 或内层函数 g 的定义

域.

例 2.4. (1) f(x) =
√
x, g(x) =

1

x
，求 h(x) = f [g(x)];

(2) f(
√
x+ 1) = x2 + 2

√
x+ 3，求 y = f(x);

(3) 已知函数 f(x) 的定义域为 [−1, 1]，求函数 f(
√
x) 的定义域;

(4) 若函数 y = f(2x+ 3) 的定义域为 [0, 1]，求函数 z = f(3x+ 2) 的定义域;

(5) 若函数 f(x) 的定义域为 (0, 2)，求 g(x) = f(x+ c) + f(x− c) 的定义域，其中常数 c ∈ (0, 1);

(6) 若函数 y =
√
mx2 − 6mx+m+ 8 的定义域为 R，求 m 的范围.

解. (1)h(x) = f [g(x)] =

√
1

x
，定义域为 (0,+∞).

(2)令内层函数 u =
√
x+1，则 u ≥ 1，且 x = (u−1)2.此时 f(u) = (u−1)4+2(u−1)+3, u ∈

[1,+∞)，因此 f(x) = (x− 1)4 + 2(x− 1) + 3，其定义域为 [1,+∞).

评注 2.4.1. 解答这个小题的过程实际上是换元，换元法的基本思想是：将内层函数 u 当成新元来

处理，并通过反解的方式用 u 来表示原来的元 x，从而得到外层函数的表达式. 我们今后在许多不

同的问题中都要用到换元法，在这里提醒读者注意只要做了换元，首先要关注新元的取值范围. 养成

这个习惯能够避免在换元之后因为忽略了新元的取值范围导致解题出错.

(3) 内层函数的定义域为 [0,+∞)，故 x ∈ [0,+∞)；而外层函数的定义域为 [−1, 1]，故 −1 ≤
√
x ≤ 1，解得 x ∈ [0, 1]；因此，函数 f(

√
x) 的定义域为 [0, 1].

(4) 因为 y = f(2x+ 3) 的定义域为 [0, 1]，所以 x ∈ [0, 1]，所以 2x+ 3 ∈ [3, 5]，所以函数 f(x)

的定义域为 [3, 5]. 对于函数 z = f(3x+ 2)，其内层函数为一次函数，定义域为 R，又因为外层函数

f 的定义域为 [3, 5]，所以 3 ≤ 3x + 2 ≤ 5，解得 x ∈ [
1

3
, 1]. 因此函数 z = f(3x + 2) 的定义域为

[
1

3
, 1].

(5) 因为函数 f(x) 的定义域为 (0, 2)，所以函数 g(x) 中自变量 x 满足： 0 < x+ c < 2 ⇒ −c < x < 2− c,

0 < x− c < 2 ⇒ c < x < 2 + c.

结合 c 的范围，取两者的交集得 x ∈ (c, 2− c)，即函数 g(x) 的定义域为 (c, 2− c).



2.1 映射与函数 23

评注 2.4.2. 事实上，这个小问不仅用到了复合函数定义域的结论，还用到了函数的加减运算所得新

函数的定义域的结论.

(6) 1 若 m = 0，则 y = 2
√
2，定义域为 R，符合题意.

2 若 m 6= 0，因为函数的定义域为 R，所以对任意的 x ∈ R，内层函数 mx2 − 6mx+ 8 ≥ 0

恒成立，根据二次函数的相关知识可知： m > 0;

∆ = 36m2 − 4m2 − 32 ≤ 0.

解得 −1 ≤ m ≤ 1.

综上所述，m 的取值范围为 (0, 1]. ♥

评注 2.4.3. 通过以上几道例题，我们可以总结出求有关复合函数定义域问题的一般做法都是：根据

函数四则运算和复合运算所得函数的定义域的相关结论，求出自变量 x 的取值范围.

读者可以试着自己叙述复合映射的定义，它是与复合函数的定义完全类似的，只需把复合函数

定义中的数集合推广到一般的集合就成了.

根据之前的讨论，我们知道有了定义域 D 和对应法则 f，就能够确定一个函数 y = f(x), x ∈ D，

当然也确定了这个函数的值域 f(D). 例如一次函数 y = kx + b 的值域为 R，二次函数 y = ax2 +

bx+ c(a > 0) 的值域为 [
4ac− b2

4a
,+∞)，反比例函数 y =

k

x
的值域为 (−∞, 0) ∪ (0,+∞).

例 2.5. 已知 f(2x− 1) = x2, x ∈ R，求函数 y = f [f(x)] 的值域.

解. 仿照例题2.4的第 (2) 小问，令 u = 2x − 1 ∈ R，则 x =
u+ 1

2
，f(u) =

(u+ 1)2

4
，所以

f(x) =
(x+ 1)2

4
, x ∈ R，f [f(x)] =

1

4
[
1

4
(x+ 1)2 + 1]2 =

1

64
[(x+ 1)2 + 4]2. 因为函数 f [f(x)] 的定义

域为 R，当 x = −1 时 f [f(x)] 取最小值
1

4
，根据二次函数知识可知 f [f(x)] 的值域为 [

1

4
,+∞). ♥

2.1.3 函数的对称、平移、伸缩和翻折变换

首先我们来考虑这样一道例题；

例 2.6. 已知函数 f(x) = x2 +2x+3. 若点 P (x, y) 在函数 y = f(x) 的图像上，点 Q(
x

2
,
y

3
) 在函数

y = g(x) 的图像上，求 g(x) 的解析式.

解. 设 Q(a, b)，则 P (2a, 3b) 在 y = f(x) 的图像上，因而满足 4a2 +4a+3 = 3b，b =
4

3
a2 +

4

3
a+1，

所以 g(x) =
4

3
x2 +

4

3
x+ 1. ♥

观察：在解答这道例题的过程中，我们设出了 g(x) 上的点，进而用代数方法刻画出了已知函数

f(x) 上的点，并根据 f(x) 的对应法则的得出了横纵坐标的关系. 之所以能这样做，是由于 g(x) 上

的每个点和 f(x) 上的点有某种对应关系，因此这样求解 g(x) 的表达式的方法被称为相关点法. 这

种方法在以后我们讨论求解轨迹方程的问题时会再次用到.

例 2.7. f(x) 与 g(x) 的图像关于 x = a 对称，那么 f 和 g 的表达式在代数上有什么联系？
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解. 对于每一个 g(x) 定义域内的 x，g(x) 图像上的每一点 (x, g(x)) 关于直线 x = a 的对称点是

(2a− x, g(x))，因为这一点在 f(x) 图像上，根据相关点法，f(2a− x) = g(x). 这是 f 和 g 的表达

式在代数上的联系.

事实上，函数 g(x) = f(2a − x) 可以看成是由已知函数 f(x) 关于直线 x = a 作对称变换得到

的. 类似地，函数 g(x) = 2b− f(x) 可以看成是由函数 f(x) 关于直线 y = b 作对称变换得到的，而

函数 g(x) = −f(2a− x) + 2b 可以看成是由已知函数 f(x) 关于点 (a, b) 作对称变换得到的，读者可

以尝试着自己用相关点法说明以上两个结论.

特别地，函数 y = f(x) 与函数 y = −f(x), y = f(−x), y = −f(−x) 分别关于 x 轴、y 轴、原

点对称. ♥

除了对称变换外，还有如下常见的变换：

平移变换：g(x) = f(x− a)(或 g(x) = f(x+ a)) 可以由函数 f(x) 向右 (或向左) 平移 a(a > 0)

个单位得到，可简单记忆为 “ 左加右减”.

证明. 函数 y = f(x) 向右平移 x 个单位得到 g(x) 的图像，点 (x, g(x)) 向左平移 x 个单位得到的点

为 (x− a, g(x))，因为这一点在 f(x) 的图像上，根据相关点法立刻得到 f(x− a) = g(x). 向左平移

的情况完全类似，留给读者自己完成.

g(x) = f(x) + a(或 g(x) = f(x) − a) 可以由函数 f(x) 向上 (或向下) 平移 a(a > 0) 个单位得

到，可简单记忆为 “上加下减”.

证明留给读者. 由此可见，函数的变换本质上都是由相关点引起的 f 与 g 表达式之间的二元关

系.

伸缩变换：将函数 y = f(x) 图像上的所有点的横坐标变为原来的 k 倍，纵坐标不变，就得到

函数 g(x) = f(
x

k
) 的图像，将函数 y = f(x) 图像上所有点的纵坐标变为原来的 k 倍，横坐标不变，

就得到函数 g(x) = kf(x) 的图像.

本章例2.6中，g(x) 的图像可以看成是将 f(x) 图像上所有点的横坐标变为原来的
1

2
，再将其

图像上的所有点的纵坐标变为原来的
1

3
得到的，根据伸缩变换的结论立刻得到 g(x) =

1

3
f(2x) =

4

3
x2 +

4

3
x+ 1.

函数的平移、伸缩和对称变换在今后讨论三角函数问题时非常重要.

翻折变换：将函数 y = f(x) 的图像在 x 轴上方的部分保持不变，x 轴下方的部分翻折到 x 轴

上方，就得到了函数 g(x) = |f(x)| 的图像.

证明. 事实上，g(x) =

f(x), x ∈ {x|f(x) > 0}

−f(x), x ∈ {x|f(x) < 0}
，因此 f(x) 图像在 x 轴上方的部分在 g(x) 的

图像中保持不变，而在 x 轴下方的部分关于 x 轴作对称变换得到 g(x) 的图像中相应的部分.

例 2.8. 作出函数 y = |x2 + x− 6| 的图像.
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解. 先作函数 y = x2 + x − 6 的图像，然后将此图像在 x 轴下方的部分翻折到 x 轴上方，即得到

y = |x2 + x− 6| 的图像. 如图2.4所示.

−3 O 2

y

x

图 2.4: y = |x2 + x− 6| 的图像

−2 O 2

y

x

图 2.5: y = |x2 + x− 6| 的图像

将函数 y = f(x) 的图像在 y 轴右侧的部分保持不变，y 轴左侧部分舍弃，并将右侧部分翻折到

x 轴左侧，就得到了函数 g(x) = f(|x|) 的图像. 读者可以仿照上述，对这个结论作一个说明. ♥

例 2.9. 已知函数 f(x) = x2 + x− 6，作出函数 y = f(|x|) 的图像.

解. 先作函数 y = x2 + x − 6 在 x 轴右侧的图像，再将 x 右侧的图像翻折到 x 轴左侧，就得到

y = f(|x|) 的图像，如图2.5所示. ♥

复合函数的变换：对于用复合函数给出的函数 y = f [g(x)]，其关于 x = a 做对称变换得到函数

y = f [g(2a − x)]，其关于点 (a, b) 对称变换得到函数 y = 2b − f [g(2a − x)]，其图像向右平移 a 个

单位得到函数 y = f [g(x− a)]，其图像向上平移 a 个单位得到函数 y = f [g(x)] + a，其图像上各点

的横坐标变为原来的 k 倍后得到函数 y = f [g(
x

k
)]，其图像上个点的纵坐标变为原来的 k 倍后得到

函数 y = kf [g(x)]. 总之，涉及到复合函数的横向变换时，只需用 2a − x，x − a，
x

k
等替换 x；涉

及到纵向变换时，只需整体加上纵向平移量或整体乘以纵向伸缩系数即可.

习题 2.1

1. 设对一切实数 x，函数 f(x) 满足:xf(x) = 2f(1− x) + 1．则 f(5)= .

2. 已知函数 f(x) = x2 − 53x+ 196 + |x2 − 53x+ 196|，则 f(1) + f(2) + · · ·+ f(50)= .

3. 已知函数 f(x) =


0, x < 0,

π, x = 0,

x+ 1, x > 0,

则 f{f [f(−1)]} 的值为 .

4. 函数 f(x) 满足 f(x) =

x− 3, x ≥ 1000,

f(f(x+ 5)), x < 1000,
则 f(84) 的值是 .
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2.2
函数的单调性，奇偶性与周期性

函数的单调性，奇偶性与周期性是函数最基本的性质，它们反映的是函数重要的代数特征 (不

等式性质和等式性质).

2.2.1 单调性

定义 2.5. 设函数 f(x) 的定义域为 D，如果对于任意的 x1, x2 ∈ D，只要 x1 < x2，都有 f(x1) <

f(x2)，那么就说 f(x) 是增函数，或 f(x) 单调递增，如图 2.6 所示. 函数单调递增的另一种等价叙

述为：对于任意的 x1, x2 ∈ D,x1 6= x2，都有 (x1 − x2)[f(x1) − f(x2)] > 0 或
f(x1)− f(x2)

x1 − x2

> 0，

则函数 f(x) 单调递增.

y = f(x)

x1 x2O

y

x

f(x2)

f(x1)

图 2.6:

y = f(x)

x1 x2O

y

x

f(x2)

f(x1)

图 2.7:

函数 f(x) 的定义域为 D，如果对于任意的 x1, x2 ∈ D，只要 x1 < x2，都有 f(x1) > f(x2)，那

么就说 f(x) 是减函数，或 f(x) 单调递减，如图 2.7 所示. 同样，函数单调递减的也有类似的等价

叙述：对于任意的 x1, x2 ∈ D,x1 6= x2，都有 (x1 − x2)[f(x1) − f(x2)] < 0 或
f(x1)− f(x2)

x1 − x2

< 0，

则函数 f(x) 单调递减.

如果函数 f(x) 在定义域 D 的某个子区间 A 上是增函数或减函数，那么就说 y = f(x) 在这个

区间上有 (严格的) 单调性. 这个区间叫做 f(x) 的单调增 (或减) 区间.

函数的单调性反映在其图像上是指函数的走势. 在单调区间上，增函数的图像是上升的曲线，减

函数的图像是下降的曲线.

函数的单调性是重要的不等式性质，我们提醒读者注意以下几点：

1◦ 函数的单调区间必是定义域的子区间，即讨论函数的单调性一定是在定义域内进行的. 特别地，

如果函数以 D 为单调区间，那么函数 f(x) 是单调函数.

2◦ 某个函数在一个区间 A 上递增 (或递减)，在另一个区间 B 上也递增 (或递减)，但此时函数在区

间 A∪B 上不一定递增 (或递减). 例如函数 y =
1

x
，左边单调递减，右边单调递减，你把它们并

在一起，真不单调递减.
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3◦ 在中学数学中所讨论的单调性是严格单调的，即必须是 f(x1) < f(x2) 或者 f(x1) > f(x2)，而不

能是 f(x1) ≤ f(x2) 或 f(x1) ≥ f(x2).

例 2.10. 函数 y = |x2 − 4x| 的单调减区间为

解. 数形结合，根据翻折变换的相关知识可以绘出函数的草图：

2O 4

y

x

图 2.8:

由图像可知，函数的单调递减区间是 (−∞, 0) 和 (2, 4)（或者将两个区间用逗号隔开）. 注意绝

不能写成 (−∞, 0) ∪ (2, 4)，参见上述提醒中的第二点. ♥

例 2.11. 已知函数 f(x) =
2x

x+ 1
.

(1) 证明：函数 f(x) 在 [0, 1] 上是增函数;

(2) 求函数 y = f(x), x ∈ (2, 6) 的值域.

解. (1)f(x) = 2x

x+ 1
=

2(x+ 1)− 2

x+ 1
= 2− 2

x+ 1
，任取 0 ≤ x1 < x2 ≤ 1，只需证明 f(x1)−f(x2) < 0.

f(x1)− f(x2) = (2− 2

x1 + 1
)− (2− 2

x2 + 1
) =

2

x2 + 1
− 2

x1 + 1
=

2(x1 − x2)

(x1 + 1)(x2 + 1)
;

由 0 ≤ x1 < x2 ≤ 1，2(x1 − x2) < 0, x1 + 1 > 0, x2 + 1 > 0，

所以 f(x1)− f(x2) =
2(x1 − x2)

(x1 + 1)(x2 + 1)
< 0;

所以，f(x) 在 [0, 1] 上是增函数.

(2)f(x) = 2x

x+ 1
=

2(x+ 1)− 2

x+ 1
= 2− 2

x+ 1
，分析易知 f(x) 在 (2, 6) 递增 (证明留给读者)，

所以 f(2) < f(x) < f(6)，即 f(x) ∈ (
4

3
,
12

7
);

也即 y = f(x), x ∈ (2, 6) 的值域为 (
4

3
,
12

7
). ♥

评注 2.11.1. 在解答第一小问的过程中，我们根据定义取区间上任意两点 x1 < x2，通过判断两点

函数值之差 f(x1)− f(x2) 的符号，进而根据定义判定了函数的单调性. 用定义来判断或证明单调性

的问题最终都会转化为确定 f(x1) − f(x2) 的符号，我们通常习惯将它写成多个因式相乘或相除的

形式，并逐个判断各因式的符号.

评注 2.11.2. 本题中的函数是 “一次比一次” 型的分式函数，一般地，对于函数 y =
cx+ d

ax+ b
(a, b, c, d

为常数，
c

a
6= d

b
)，我们习惯上对它进行分离常数来处理：

cx+ d

ax+ b
=

(ax+ b) c
a
+ d− bc

a

ax+ b
=

c

a
+

d− bc
a

ax+ b

做这样的处理后，“一次比一次” 型的分式函数变成了更简洁的常数比一次加上常数的形式，另

外，我们还可以从分离常数后的形式中清楚地看到以下两点：
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1◦ 函数 y =
cx+ d

ax+ b
(a, b, c, d 为常数) 都可以看成是由反比例函数经过平移变换得到的. 读者可以自

己叙述平移的方式.

2◦ 由于
cx+ d

ax+ b
=

c

a
+

d− bc
a

ax+ b
6= c

a

故函数 y =
cx+ d

ax+ b
的值域为 (−∞,

c

a
) ∪ (

c

a
,+∞). 这是一个重要的结论.

评注 2.11.3. 在解答第二小问的过程中，我们利用函数的单调性得到了不等式 f(2) < f(x) < f(6)，

从而求出了 f(x)的范围.由此可见单调性作为函数重要的不等式性质，是计算函数值域的有力工具.

例 2.12. 函数 f(x) =


x2 − ax+ 4, x ≥ 1

a

x
, x < 1

为单调函数，求 a 的范围.

解. 因为 f(x)是单调函数，根据二次函数知识可知，函数 f(x)必是单调减函数.又因为 f(1) = 5−a，

若 f(x) 是单调减函数，则有 5− a ≥ a，解得 a ≤ 5

2
. 当 x > 1 时，因为函数 f(x) 是减函数，所以

a > 0. 当 x < 1 时，因为函数 f(x) 是减函数，根据二次函数知识可知，其对称轴
a

2
满足

a

2
≥ 1，

解得 a ≥ 2. 综上所述，a ∈ [2,
5

2
]. ♥

评注 2.12.1. 解答本题的关键是理解单调函数的单调区间是整个定义域，例如在本题中，要求 f(x)

在 R 上是减函数. 另外，如果函数用分段函数给出，要注意勿忘考虑间断点处函数值的大小情况.

例 2.13. 函数 f(x) 是定义在 (−2, 2) 上的减函数，若 f(m − 1) > f(2m − 1)，则 m 的取值范围

是 .

解. 因为函数的定义域为 (−2, 2)，因此作用对象满足

−2 < m− 1 < 2,

−2 < 2m− 1 < 2.

，又因为 f(x) 是减函

数，所以 f(m− 1) > f(2m− 1) ⇔ m− 1 < 2m− 1. 由以上解得 m ∈ (0,
3

2
). ♥

评注 2.13.1. 本题实际上考查了解关于 m 的函数不等式f(m− 1) > f(2m− 1) 的问题. 解函数不等

式的一个最重要工具就是利用函数的单调性转化为代数不等式，这也是函数单调性的另一个重要应

用. 注意在解答求解函数不等式的问题中，不要忽略作用对象要在函数定义域内这一约束条件.

在本小节的最后，我们给出函数经四则运算和复合运算后得到新的函数的单调性的相关结论，

读者可以自己试着用单调性的定义对这些性质做简要说明.

1◦ 若函数 f(x) 和函数 g(x) 在公共区间 A 上都是增 (减) 函数，那么函数 y = f(x) + g(x) 在 A 上

也是增 (减) 函数.

2◦ 若两个 f(x) 和 g(x) 在公共区间 A 上都是正值函数且都是增 (减) 函数，那么函数 y = f(x)g(x)

在 A 上也是增 (减) 函数.

3◦ 若函数 y = f(u) 和 u = g(x) 在相关区间 (为简洁起见，此处不再详述，参见复合函数的定义)

上都是单调函数，则函数 y = f [g(x)] 也是单调函数，且若 y = f(u) 和 u = f(x) 单调性相同，

则 y = f [g(x)] 是增函数；若 y = f(u) 和 u = f(x) 单调性相反，则 y = f [g(x)] 是减函数. 简单

记忆为 “同增异减”.
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2.2.2 奇偶性与对称性

本节讨论的函数的奇偶性和对称性是函数重要的等式性质. 正如单调性沟通了作用对象的不等

关系和函数值的不等关系，奇偶性和对称性在作用对象的等量关系和函数值的等量关系之间建立联

系.

定义 2.6. 设函数 f(x) 的定义域为 D，且 D 是关于原点对称的数集. 若对于任意的 x ∈ D，都有

f(−x) = −f(x),

则称 f(x) 是奇函数. 如果 f(x) 在 0 处有定义，则令 x = 0 得 f(0) = −f(0)，即 f(0) = 0，也就是

说，只要奇函数在 0 处有定义，则必有 f(0) = 0.

若对于任意的 x ∈ D，都有

f(−x) = f(x),

则称 f(x) 是偶函数.

奇函数和偶函数的定义十分重要，因此我们有必要对定义作以下说明：

若数 0 在奇函数 f(x) 的定义域 D 内，则必有 f(0) = 0. 这是因为 f(0) = −f(−0) = −f(0)，

从而 f(0) = 0.

根据奇函数和偶函数的定义，我们立刻知道函数奇偶性的运算性质：

设 f1(x) 和 f2(x) 是两个奇函数，g1(x) 和 g2(x) 是两个偶函数.

1◦ (四则运算)f1(x)± f2(x) 是奇函数. 一般地，若干个奇函数相加减得到的函数是奇函数.

f1(x)f2(x) 是偶函数，
f1(x)

f2(x)
(x 6= 0) 是偶函数. 一般地，偶数个奇函数相乘或相除得到的函数是

偶函数.

g1(x) ± g2(x)，g1(x)g2(x)，
g1(x)

g2(x)
(g2(x) 6= 0) 是偶函数. 一般地，若干个偶函数加减乘除仍得到

偶函数.

f1(x)g2(x) 是奇函数，
f1(x)

g2(x)
(g2(x) 6= 0) 是偶函数. 一般地，奇函数与偶函数相乘除得到奇函数.

由此立刻得到奇数个奇函数相乘或相除得到的函数为奇函数.

2◦ (复合运算) 若复合函数的定义域存在且满足复合函数定义中的要求，则有：

f1[f2(x)]为奇函数，g1[g2(x)]为偶函数，f1[g2(x)]为偶函数，g1[f2(x)]为偶函数.简单记忆为 “全

奇为奇，有偶为偶”.

通过用 −x 替换作用对象 x 的技巧，结合奇函数和偶函数的定义很容易验证以上各条性质.

例 2.14. 证明命题：任何定义域关于原点对称的函数都可以表示成一个奇函数和一个偶函数的和.

证明. 设定义域关于原点对称的函数为 f(x), x ∈ D，则 f(x) 和 f(−x)(x ∈ D) 必然同时有定义. 设

f(x) 能表示成 f(x) = f1(x) + f2(x)，其中 f1(x) 是奇函数，f2(x) 为偶函数，则有： f(x) = f1(x) + f2(x),

f(−x) = f1(−x) + f2(−x) = −f1(x) + f2(x),
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这可以看成是一个关于 f1(x) 和 f2(x) 的二元一次方程组，解这个方程组，我们就 “解” 出了所求的

奇函数和偶函数：

f1(x) =
f(x)− f(−x)

2
,

f2(x) =
f(x) + f(−x)

2
.

评注 2.14.1. 这个例题证明了一个重要的事实.

由奇函数和偶函数的定义可知，奇函数的图像关于原点对称，偶函数的图像关于 y 轴对称. 事

实上，函数图像关于原点对称等价于函数关于原点作对称变换后得到的函数与自身重合. 例如 f(x)

关于原点作对称变换得到函数 g(x) = −f(−x)，又因为 g(x) 与 f(x) 重合，所以 f(x) = −f(−x)，

这正是奇函数的定义. 对于偶函数，情况是完全类似的.

接下来我们讨论更加一般的函数对称性.

函数 f(x) 满足 f(2a− x) = 2b− f(x) ⇔ 函数 f(x) 关于点 (a, b) 对称;

函数 f(x) 满足 f(2a− x) = f(x) ⇔ 函数 f(x) 关于直线 x = a 对称.

当然，这两种情况在几何上也等价于函数关于某点或某直线作对称变换后与自身重合. 在代数

上，对称性表现为：相加和为定值的作用对象所对应的函数值具有某种关系. 例如函数 f(x) 满足

f(a+ x) + f(b− x) = c，则函数以 (
a+ b

2
, c) 为对称中心 (思考：为什么？)，表现在代数上则是如

下话题：如果作用对象的和为定值 a + b，则其对应的函数值之和为定值 c. 对于轴对称性，也有类

似的理解方案

我们用下面的例题来示范函数对称性的应用：

例 2.15.

(1) 已知函数 f(x) 满足 f(−x) = 2 − f(x)，若函数 y =
x+ 1

x
与 y = f(x) 的图像交点为

(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xm, ym)，则
m∑
i=1

(xi + yi) = .

(2) 已知函数 f(x) 满足 f(x) = f(2 − x)，若函数 y = |x2 − 2x − 3| 与 y = f(x) 的图像交点为

(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xm, ym)，则
m∑
i=1

xi = .

解. (1) 由题设，函数 f(x) 关于 (0, 1) 对称，又注意到函数 y =
x+ 1

x
是由反比例函数 y =

1

x
向上

平移 1 个单位后得到的函数，所以函数 y =
x+ 1

x
也关于 (0, 1) 对称 (也可以验证函数 y = g(x) =

x+ 1

x
满足 g(−x) = 2 − g(x)，从而得到函数 y =

x+ 1

x
也关于 (0, 1) 对称). 又因为 (0, 1) 不是两

个函数的交点，所以 m 个交点可分为
m

2
对，其中每一对交点都关于 (0, 1) 对称，所以

m∑
i=1

xi = 0，

m∑
i=1

yi =
m

2
× 2 = m，所以

m∑
i=1

(xi + yi) = m.

(2)由题设，函数 f(x)关于直线 x = 1对称，又根据二次函数知识，函数 y = |x2−2x−3|是由

y = x2 − 2x− 3 沿 x 轴作翻折变换得到的，从而也关于直线 x = 1 对称. 所以，交点关于直线 x = 1

对称分布，当 m 为偶数时，m 个交点可分为
m

2
对，其中每一对交点都关于 x = 1 对称，所求和为
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m∑
i=1

xi = 2×m

2
= m；当 m为奇数时，有且仅有一个交点在直线 x = 1上，剩余的 m−1个交点仍然

可以分成
m− 1

2
对，其中每一对交点都关于 x = 1 对称，故所求和为

m∑
i=1

xi = 2× m− 1

2
+ 1 = m.

综上，
m∑
i=1

xi = m. ♥

例 2.16. 已知函数 y = f(x+1) 是定义域为 R 的偶函数，且 f(x) 在 [1,+∞) 上单调递减，则不等

式 f(2x− 1) > f(x+ 2) 的解集为 .

解. 因为 f(x+1)是偶函数，所以函数关于 y轴对称.又因为 f(x)是 f(x+1)向右平移一个单位得到

的函数，所以函数 f(x)关于直线 x = 1对称 (或根据 f(x+1)是偶函数，f(1+x) = f(1−x)直接得

到函数 f(x)关于直线 x = 1对称).根据对称性，f(2x−1) = f(2−(2x−1)) = f(1+|2x−1−1|), f(x+

2) = f(2− (x+2)) = f(1+ |x+2−1|)，所以原不等式等价于 f(1+ |2x−1−1|) > f(1+ |x+2−1|)，

又因为 f(x) 在 [1,+∞) 上递减，且 1 + |2x− 1− 1| ∈ [1,+∞)，1 + |x+ 2− 1| ∈ [1,+∞)，所以该

函数不等式等价于 |2x− 1− 1| < |x+ 2− 1|，等价于 (2x− 1− 1)2 < (x+ 2− 1)2，解得 x ∈ (
1

3
, 3)，

故不等式的解集是 (
1

3
, 3). ♥

评注 2.16.1. 这道例题还是利用单调性解函数不等式的问题，事实上，对于在对称轴左侧递增 (递

减)，在对称轴右侧递减 (递增) 的对称函数，比较函数值的大小只需比较作用对象与轴的距离，作

用对象离轴越远，函数值越小 (大). 在本题中，f(2x − 1) > f(x + 2) 等价于 2x − 1 与轴的距离小

于 x+ 2 与轴的距离，因此原不等式立刻等价于 |2x− 1− 1| < |x+ 2− 1|.

本题也有分类讨论的做法，但稍显麻烦.

评注 2.16.2. 事实上，如果函数 f(x) 关于点 (a, b) 对称，且 f(x) 在区间 (c, d) 上递增 (递减)(a ≤

c < d)，那么 f(x) 在 (−d,−c) 递增 (递减)；如果函数 f(x) 关于直线 x = a 对称，且 f(x) 在 (c, d)

递增 (递减)(a < c < d)，那么 f(x) 在 (−c,−d) 递减 (递增). 奇函数的值域关于原点对称，且奇函

数的最值和最值点总是成对相反出现的.

2.2.3 周期性

周期性是函数的另外一种重要的等式性质. 与奇偶性与对称性不同的是，周期性描述的是差为

定值的作用对象对应的函数值的等量关系. 我们先来看下面的例题：

例 2.17. 已知函数 f(x) 满足 f(x+ 1) = −f(x). 若当 x ∈ [0, 1) 时 f(x) = x2 + 2x，求：

(1)f(x) 在 [1, 2) 上的表达式，

(2)f(x) 在 [2, 3) 上的表达式，

(3)f(x) 在 [9, 10) 上的表达式.

解. (1) 当 x ∈ [1, 2) 时，为了应用函数性质，我们考虑到 x − 1 ∈ [0, 1)，则 f(x) = −f(x − 1) =

−[(x− 1)2 + 2(x− 1)] = −x2 + 1.

(2) 当 x ∈ [2, 3) 时，考虑到 x− 2 ∈ [0, 1)，则 f(x) = −f(x− 1) = −[−f(x− 2)] = f(x− 2) =

(x− 2)2 + 2(x− 2) = x2 − 2x.



32 第二章 基本初等函数 I

(3) 当 x ∈ [9, 10) 时，考虑到 x− 9 ∈ [0, 1)，f(x− 9) = (x− 9)2 +2(x− 9)，又因为 f(x− 9) =

−f(x−8) = f(x−7) = −f(x−6) = f(x−5) = −f(x−4) = f(x−3) = −f(x−2) = f(x−1) = −f(x)，

所以 f(x) = −(x− 9)2 − 2(x− 9) = −x2 + 16x− 63. ♥

评注 2.17.1. 在解答本题的过程中，我们多次使用了用其他的作用对象替换 f(x+1) = −f(x) 中的

x 的技巧，从而反复应用了函数性质，在自变量的关系与函数值的关系之间建立了联系.

定义 2.7. 设函数 f(x) 的定义域为 D，如果存在一个常数 T 6= 0，使得对任意的 x ∈ D，都有

f(x+ T ) = f(x),

那么称 f(x) 是周期函数，T 是函数 f(x) 的一个周期. 如果 f(x) 的所有正周期中存在最小值 T0，

那么称 T0 为周期函数 f(x) 的一个最小正周期. 并不是所有周期函数都有最小正周期，例如定义在

R 上的常值函数 y = c,(c 为常数)，任何一个正数都是它的周期，因此周期函数 y = c 没有最小正

周期. 习惯上，我们说函数的周期都是指最小正周期.

显然，若一个函数有周期 T，那么 T 的所有整数倍也是函数的周期.即 f(x+nT ) = f(x), n ∈ Z.

例 2.18. 已知函数 f(x) 定义域为 R，且对于任意的 x ∈ R，f(x + 2)[1 − f(x)] = 1 + f(x). 已知

f(1) = 2 +
√
3，则 f(2021) = .

解. 由题设知 f(x) 6= 1，所以 f(x + 2) =
1 + f(x)

1− f(x)
，f(x + 4) = f((x + 2) + 2) =

1 + f(2x)

1− f(2x)
=

1 + 1+f(x)
1−f(x)

1− 1+f(x)
1−f(x)

=
1− f(x) + 1 + f(x)

1− f(x)− 1− f(x)
= − 1

f(x)
，f(x+8) = f((x+4)+ 4) = − 1

f(x+ 4)
= f(x)，所以，

f(x) 是以 8 为周期的周期函数，f(2021) = f(5 + 8× 252) = f(5) = f(1 + 4) = − 1

f(1)
=

√
3− 2.♥

评注 2.18.1. 事实上，我们有如下事实：若 f(x + t) = φ(f(x))，且函数 φ(x) 的 n 次迭代等于

作用对象本身 ( 记 φ(0) = x, φ(1) = φ(x), φ(2)(x) = φ(φ(x)), φ(3)(x) = φ(φ(φ(x))), . . . , φ(n+1) =

φ(φ(n)(x)), . . .，并称 φ(n)(x) 是 φ(x) 的n 次迭代)，即 φ(n)(x) = x，则 f(x) 是以 nt 为周期的周

期函数.

例如函数 φ(x) = c− x(c 为常数)，φ(2)(x) = x；φ(x) = − 1

x
，φ(2) = x；以及本题中的 φ(x) =

1 + x

1− x
，φ(4)(x) = x.

事实上，在例2.17中，f(x+ 1) = −f(x)，而 φ(x) = −x 满足 φ(2)(x) = x，所以立刻得到 f(x)

是以 2 为周期的周期函数.

根据以上事实，思考：若 f(x) 满足 f(a+ x) + f(b+ x) = c，则 f(x) 的一个周期为多少？

例 2.19. 证明：若函数 y = f(x) 在 R 上的图像关于点 A(a, y0) 和直线 x = b 都对称，则 f(x) 是

R 上的周期函数.

证明. 将几何语言 “翻译” 为函数的等式性质为：

f(x) = 2y0 − f(2a− x),

f(x) = f(2b− x),
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对任意的 x ∈ R，反复应用以上两个式子，我们得到：

f(x) = 2y0 − f(2a− x)

= 2y0 − f(2b− 2a+ x)

= 2y0 − (2y0 − f(2b− 2a+ (2b− 2a+ x)))

= f(4b− 4a+ x).

所以 4|b− a| 是函数 f(x) 在 R 上的周期. 故 f(x) 是周期函数.

用完全类似的方法，可以证明如下结论：

1◦ 若函数 f(x)在 R上的图像关于直线 x = a和直线 x = b都对称，则 f(x)的一个周期为 2|b−a|.

2◦ 若函数 f(x)在 R上的图像关于点 A(a, y0)和直线 x = b都对称，则 f(x)的一个周期为 4|b−a|.

3◦ 若函数 f(x)在 R上的图像关于点 A(a, y0)和点 B(b, y0)都对称，则 f(x)的一个周期为 2|b−a|.

评注 2.19.1. 以上结论可以总结为 “双对称” 会引起函数具有周期性.

例 2.20. 已知函数 f(x) 是定义在 (−∞,+∞) 上的奇函数，满足 f(1− x) = f(1 + x). 若 f(1) = 2，

则 f(1) + f(2) + f(3) + · · ·+ f(50) = .

解. 因为函数 f(x) 关于原点对称，关于直线 x = 1 也对称，根据上述结论，f(x) 是一个以 4 为周

期的周期函数，且 f(0) = 0. 所以 f(2) = f(0) = 0, f(4) = f(0) = 0, f(3) = f(−1) = −f(1) = −2,

所以 f(1) + f(2) + f(3) + · · ·+ f(50) = f(49) + f(50) = f(1) + f(2) = 2. ♥

2.2.4 抽象函数的性质

例 2.21. 已知定义在 R 上的函数 f(x) 满足对任意的 x, y ∈ R，f(x) + f(y) = f(x+ y)，证明：

(1)f(0) = 0;

(2)f(2x) = 2f(x);

(3) 若对任意的 x > 0，有 f(x) > 0，则 f(x) 在 (0,+∞) 单调递增.

证明. (1) 令 x = 0, y = 0 得 2f(0) = f(0)，所以 f(0) = 0,

(2) 令 y = x，得 f(x) + f(x) = f(2x)，即 f(2x) = 2f(x).

(3) 任取 x1, x2 满足 0 < x1 < x2，利用函数的抽象性质，f(x2)− f(x1) = f(x2 − x1) > 0，所以函

数 f(x) 在 (0,+∞) 单调递增.

评注 2.21.1. 抽象函数的性质是通过将某种性质用符号语言抽象化地给出的，在解答与抽象函数性

质的相关问题时，只要明确判断单调性、对称性等性质的基本原则，并灵活应用抽象函数的性质即

可.

评注 2.21.2. 在解答第一小问的过程中，我们用到了赋值的方法，在抽象函数问题中，如果我们需

要计算出某点出的函数值，通常需要我们合理地对作用对象进行赋值以达到目的. 在解答第二小问

的过程中则是用到了以 x 替换 y，变更作用对象的技巧. 这一技巧通常能实现由已知的抽象函数性

质推出其他的抽象函数性质.
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例 2.22. 已知定义在 R+ 上的函数 f(x)满足 f(x) 6= 0，且对任意的 x, y ∈ R+，f(x) ·f(y) = f(x ·y)，

证明：

(1)f(1) = 1;

(2) 若对任意的 x > 1，有 f(x) > 1，则 f(x) 在 (1,+∞) 单调递增.

证明. (1) 令 x = y = 1 得 [f(1)]2 = f(1)，因为 f(x) 6= 0，所以 f(1) = 1.

(2) 任取 x1, x2 满足 1 < x1 < x2，f(x1) − f(x2) = f(x1) − f(x1 ·
x2

x1

) = f(x1) − f(x1)f(
x2

x1

) =

[1− f(
x2

x1

)]f(x1)，根据函数的抽象性质，f(x1) > 0, f(
x2

x1

) > 1，所以 f(x1)− f(x2) < 0，所以 f(x)

在 (1,+∞) 单调递增.

例 2.23. 已知定义在 R 上的函数 f(x) 满足 f(x) > 0，且对任意的 x, y ∈ R，f(x+y) = f(x) ·f(y)，

证明：

(1)f(0) = 1;

(2) 若对任意的 x > 0，有 f(x) > 1，则 f(x) 在 (−∞,+∞) 单调递增.

证明. (1) 令 x = y = 0 的 f(0) = [f(0)]2，因为 f(x) > 0，所以 f(0) = 1.

(2) 任取 x1, x2 满足 x1 < x2，f(x1) − f(x2) = f(x1)[1 − f(x2)

f(x1)
] = f(x1)[1 − f(x2 − x1)]，因为

x2 − x1 > 0，所以 f(x2 − x1) > 1，又因为 f(x1) > 0，所以 f(x1) − f(x2) < 0，所以 f(x) 在

(−∞,+∞) 上单调递增.

例 2.24. 已知定义在 R 上的函数 f(x) 满足对任意的 x, y ∈ R，f(x) + f(y) = f(x · y)，证明：

(1)f(1) = 0;

(2) 若对任意的 x > 1，有 f(x) > 0，则 f(x) 在 (1,+∞) 单调递增.

证明. (1) 令 x = 1 得 2f(1) = f(1)，所以 f(1) = 0.

(2) 任取 x1, x2 满足 1 < x1 < x2，f(x2) − f(x1) = f(
x1x2

x1

) − f(x1) = f(
x2

x1

) + f(x1) − f(x1) =

f(
x2

x1

) > 0，所以 f(x) 在 (1,+∞) 单调递增.

例 2.25. 已知函数 f(x) 满足：对于任意的 x, y ∈ (−1, 1)，都有 f(x) + f(y) = f(
x+ y

1 + xy
)，

(1) 证明：对于任意的 x, y ∈ (−1, 1)，
x+ y

1 + xy
∈ (−1, 1),

(2) 证明：若当 x ∈ (0, 1) 时 f(x) > 0，则 f(x) 在 (−1, 1) 单调递增.

(1)

证明. 因为 x, y ∈ (−1, 1)，所以 1+xy > 0，所以
x+ y

1 + xy
∈ (−1, 1)等价于 −1−xy < x+y < 1+xy，

下面证明这个不等式成立.

因为 xy + 1 − x − y = (x − 1)(y − 1) > 0，所以 x + y < 1 + xy，不等式右边成立；又因为

xy + x + y + 1 = (x + 1)(y + 1) > 0，所以 x + y > −1 − xy，不等式左边成立，综上所述不等式

−1− xy < x+ y < 1 + xy 成立，即对于任意的 x, y ∈ (−1, 1)，
x+ y

1 + xy
∈ (−1, 1).

(2)
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证明. 令 x = 0，则 2f(0) = f(0)，解得 f(0) = 0，令 y = −x，则 f(x) + f(−x) = f(0) = 0，所

以函数 f(x),x ∈ (−1, 1) 是奇函数; 任取 −1 < x1 < x2 < 1，f(x1) − f(x2) = f(x1) + f(−x2) =

f(
x1 − x2

1− x1x2

) = −f(
x2 − x1

1− x1x2

)，因为 x2 − x1 > 0，1− x1x2 > 0，且由第一小问知
x2 − x1

1− x1x2

< 1，所

以 0 <
x2 − x1

1− x1x2

< 1，所以 f(
x2 − x1

1− x1x2

) > 0，所以 −f(
x2 − x1

1− x1x2

) < 0，即 f(x) 在 (−1, 1) 单调递

增.

例 2.26. 已知函数 f(x) = x|x|, x ∈ R，若对任意的 x ∈ [a, a+ 2]，f(x+ a) ≥ 2f(x) 恒成立，求 a

的范围.

解. 本题中出现的函数不等式不能直接处理，我们考虑将右边的 2f(x) 变成函数值的形式，进而用

单调性来转化（参见前面有关函数不等式的例题）. 注意到函数 f(x) 具有如下的抽象性质：对任意

的 x, y，f(x)f(y) = x|x|y|y| = xy|xy| = f(xy)，所以 2f(x) = f(
√
2)f(x) = f(

√
2x)，所以题设等价

于 f(x+ a) ≥ f(
√
2x) 恒成立，又因为 f(x) 是增函数，因此函数不等式又等价于 x+ a ≥

√
2x，即

a ≥ (
√
2− 1)x 对任意的 x ∈ [a, a+ 2] 恒成立，为此只需 a ≥ (

√
2− 1)(a+ 2)，解得 a ∈ [

√
2,+∞)，

即 a 的范围为 [
√
2,+∞). ♥

评注 2.26.1. 本题给出的函数虽然是一个具体函数，但是要解决这个问题却需要利用到函数的抽象

性质. 事实上，如果能够注意到 2f(x) = 2x|x| =
√
2x|

√
2x|，从而主动地将 2f(x) 写成 f(

√
2x) 也

能完成转化. 另外，处理函数不等式一般都要通过单调性转化为代数不等式来处理. 如果问题中给出

的函数不等式两边不全是函数值的形式，要想办法利用函数的等式性质进行转化. 本题同时也是一

个 “恒成立” 问题，我们以后会详细讨论这类问题的处理方法.

2.2

1. 已知函数 f(x) =
√
x2 + 1− 2

5
ax，其中 a > 0，在区间 [0,+∞) 上是单调函数，则 a 的取值范围

为 .

2. 设 f(x) 是定义在 (0,+∞) 上的单调函数，对任意 x > 0 有 f(x) > − 4

x
，f(f(x) +

4

x
) = 3，则

f(8)= .

3. 设 f(x) 是定义在 R 上的奇函数，f(1) = 2，当 x > 0 时，f(x) 是增函数，且对任意的 x、y ∈ R，

都有 f(x+ y) = f(x) + f(y)，则函数 f(x) 在 [−3,−2] 上的最大值是 .

4. 函数 f(x) =

√
1 + x2 + x− 1√
1 + x2 + x+ 1

在 [−3, 3] 上的最大值和最小值的和为 .

5. 已知 f(x) = x+ g(x)，其中 g(x) 是定义在 R 上，最小正周期为 2 的函数。若 f(x) 在区间 [2, 4)

上的最大值为 1，则 f(x) 在区间 [10, 12) 上的最大值为 .

6. 已知函数 f(x) 是周期为 4 的奇函数，且当 x ∈ (0, 2) 时,f(x) = x2 − 16x+60 , 则 f(2
√
10) 的值

是 .

7. 设 f(x) 是定义在 R 上的奇函数，若对任意实数 x，有 f(x + 2) = −f(x)，且当 x ∈ [0, 1] 时，

f(x) = 2x，则 f(10
√
3) = .
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8. 设 f(x) 是定义域为 R 的具有周期 2π 的奇函数，并且 f(3) = f(4) = 0，则 f(x) 在 [0, 10] 中至

少有 个零点．

9. 已知函数 f(x+ 1) 为奇函数，函数 f(x− 1) 为偶函数，且 f(0) = 2，则 f(4) = .

10. 已知 f(x)是定义在 R上的奇函数，且函数 y = f(x+1)为偶函数，当 −1 ≤ x ≤ 0时，f(x) = x3

，则 f(
9

2
) = .

11. 设 f(x) 是定义在 R 上的奇函数，且对任意 x ∈ R，有 f(x+2) = f(x) + 2，则
2014∑
k=1

f(k)= .

12. 已知定义在 R 上的奇函数 f(x) 的图像关于直线 x = 2 对称，当 0 < x ≤ 2 时，f(x) = x+1，则

f(−100) + f(−101) = .

13. 已知函数 f(x) = x3(x ∈ R)，函数 g(x) 满足 g(x) + g(2 − x) = 0(x ∈ R)，若函数 h(x) =

f(x− 1)− g(x) 恰有 2019 个零点，则所有的这些零点之和为 .

14. 设函数 f(x) 的定义域是 (−∞,+∞), 对于下列 (1)− (4) 四个命题：

(1) 若 f(x) 是奇函数，则 f(f(x)) 也是奇函数；

(2) 若 f(x) 是周期函数，则 f(f(x)) 也是周期函数；

(3) 若 f(x) 是单调递减函数，则 f(f(x)) 是单调递增函数；

(4) 若方程 f(f(x)) = x 有实根，则方程 f(x) = x 也有实根，

正确的命题共有 个.

15. 已知函数 f(x) = x3 − 6x2 + 17x− 5，实数 a, b 满足 f(a) = 3，f(b) = 23，则 a+ b = .

16. 已知 α, β 满足 α3 − 3α2 + 5α− 4 = 0, β3 − 3β2 + 5β − 2 = 0，则 α+ β = .

17. 设 x、y 是实数, 且满足

(x− 1)3 + 2105(x− 1) = −1,

(y − 1)3 + 2105(y − 1) = 1,

则 x+ y= .

18. 已知 f(x) = x|x|，若对任意的 x ≥ 1 有 f(x +m) +mf(x) < 0 恒成立，则实数 m 的取值范围

是 .

19. 已知函数 f(x) = x3 +3x，对任意的 m ∈ [−2, 2]，f(mx− 8)+ f(2x) < 0 恒成立，则正实数 x 的

取值范围为 .

20. 若函数 f(x) = (x2 − 1)(x2 + ax+ b) 对于任意 x ∈ R 都满足 f(x) = f(4− x)，则 f(x) 的最小值

是 .

21. 已知函数 f(x) 满足:f(2 − x) = 2 − f(x)(x ∈ R) , 函数 y =
x

x− 1
与 y = f(x) 的图象的交点为

(xi, yi)(i = 1, 2, · · · , n), 则
n∑

i=1

(xi + yi) = .
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22. 定义在 R上的函数 f(x)，均有

f(x+ 2016) ≤ f(x) + 2016,

f(x+ 2017) ≥ f(x) + 2017,

且 f(1) = 2，则 f(2018) = .

23. 已知函数 f(x) 满足: f(x + 1) + f(1 − x) = 0，f(x + 2) − f(2 − x) = 0，且 f(
2

3
) = 1，则

f(
1000

3
)= .

2.3
二次函数与二次方程

我们在前面几个小节讨论了函数的几个基本性质，现在我们将以这些基本性质为基础，从新的

视角来研究二次函数和二次方程问题.二次函数的形式简单，应用极其广泛，在中学数学中占有重要

的地位.

2.3.1 二次函数的图像与性质

形如 f(x) = ax2 + bx+ c(a 6= 0) 的函数称为二次函数. 也常常写成：

f(x) = a(x− k)2 +m(a 6= 0)(顶点式),

其中 (k,m) 是二次函数的顶点坐标，由顶点式的形式可知，f(x) 可以由函数 y = ax2 经平移变换得

到.

f(x) = a(x− x1)(x− x2)(a 6= 0)(零点式，其中 x1 和 x2 是方程 ax2 + bx+ c = 0 的两个根)

我们在初中课程中已经学习过，二次函数的图像是抛物线.

1◦ 对称轴 f(x) 关于直线 x = − b

2a
对称.

2◦ 顶点 对称轴与抛物线的交点 (− b

2a
,
4ac− b2

4a
) 称为顶点. 当 a > 0 时，顶点时抛物线的最低点，

当 a < 0 时，顶点是抛物线的最高点.

3◦ 开口 当 a > 0 时，开口向上；当 a < 0 时，开口向下.

4◦ 与 x 轴的位置关系 当 ∆ = b2 − 4ac > 0 时，二次函数图像与 x 轴有两个不同的交点；当 ∆ = 0

时二次函数图像与 x 轴相切于 (− b

2a
, 0)；当 ∆ < 0 时，二次函数图像与 x 轴没有交点.

二次函数 f(x) = ax2 + bx+ c(a 6= 0) 具有如下基本性质：

1◦ 对称性：对于任意的 x ∈ R，有 f(− b

2a
+ x) = f(

b

2a
+ x). 即二次函数 f(x) 关于直线 x = − b

2a
对称.

2◦ f(0) = c.

3◦ 若令 ∆ = b2 − 4ac ≥ 0，则 f(
−b±

√
∆

2a
) = 0.
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4◦ 单调性：当 a > 0 时，f(x) 在区间 (−∞,− b

2a
] 上递减，在区间 [− b

2a
,+∞) 递增；

当 a < 0 时，f(x) 在区间 (−∞,− b

2a
] 上递增，在区间 [− b

2a
,+∞) 递减.

5◦ 当 a > 0 时，f(x) 有最小值 fmin(x) = f(− b

2a
) =

4ac− b2

4a
; 当 a < 0 时，f(x) 有最大值

fmax = f(− b

2a
) =

4ac− b2

4a
.

2.3.2 函数的界与最值，二次函数的闭区间最值问题

为了进一步讨论二次函数问题，我们有必要事先引入函数有界性的概念.

设函数 f(x) 的定义域为 D，如果 ∃ 常数 M，使得对于 ∀x ∈ D，都有 f(x) ≤ M，则称 M 为

f(x) 的上界，f(x) 为有上界的函数. 例如二次函数 y = −x2 在其定义域 R 上满足 y = −x2 ≤ 0，所

以函数 f(x) = −x2 是有上界的函数，0 是它的一个上界，并且任何一个大于 0 的数也是它的上界.

由此可见有上界的函数的上界不是唯一的，可以有无穷多个上界.我们将最小的上界称为上确界，记

作 sup f(x)，例如二次函数 f(x) = −x2 的上确界 sup f(x) = 0. 一般地，虽然有上界的函数的上界

可以有无穷多个，但是有上界函数的上确界有且仅有一个.

类似地可定义有下界的函数，f(x) 的定义域为 D，如果 ∃ 常数 m，使得对于 ∀x ∈ D，都有

f(x) ≥ m ，则称 m 为函数 f(x) 的下界，f(x) 为有下界的函数. 我们将最大的下界称为下确界，记

作 inf f(x)，有下界函数的下确界有且仅有一个.

既有上界又有下界的函数称为有界函数，换言之，我们称 f(x) 是有界函数，如果 ∃常数 M,m，

使得对于 ∀x ∈ D，都有 m ≤ f(x) ≤ M .

我们说函数 f(x)在定义域 D上有最大值M，如果 f(x)满足： 1 ∀x ∈ D, f(x) ≤ M, 2 ∃x1 ∈

D, f(x1) = M，显然根据上确界的定义，函数 f(x) 的最大值同时也必是 f(x) 的上确界. 但是我们

要提醒读者注意，确界和最值是不同的概念，有上界的函数不一定有最大值，函数 f(x) 的上确界也

不一定是 f(x) 的最大值，例如函数 f(x) =
1

x
, x ∈ (−∞, 0) 的上确界为 0，但是它没有最大值. 类似

地，读者可以试着自己给出函数 f(x) 在定义域 D 上有最小值 m 的概念.

接下来我们基于函数的界与最值的概念讨论几类 “恒成立与能成立” 问题的转化，这类问题最

终都能转化为求函数的确界或最值的问题.

1◦ (恒成立问题)

∀x ∈ D，f(x) ≤ a 恒成立 ⇔ a ≥ sup f(x)，

∀x ∈ D，f(x) < a 恒成立 ⇔

a > sup f(x),如果f(x)以 sup f(x)为最大值,

a ≥ sup f(x),如果f(x)无最大值.

.

注意后者的转化要分函数有无最大值 (上确界能不能取到) 两种情况来讨论，两种情况所对应的

转化是不同的.∀x ∈ D，f(x) ≥ a 恒成立和 ∀x ∈ D，f(x) > a 恒成立的转化是完全类似的，读

者可以试着自己叙述.

2◦ (能成立问题)

∃x ∈ D，使得 f(x) < a⇔ a > inf f(x)，
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∃x ∈ D，使得 f(x) ≤ a⇔

a ≥ inf f(x),如果f(x)以 inf f(x)为最小值,

a > inf f(x),如果f(x)无最小值.

.

注意后者的转化要分函数有无最大值 (上确界能不能取到) 两种情况来讨论，两种情况所对应的

转化是不同的.∃x ∈ D，使得 f(x) > a 和 ∃x ∈ D，使得 f(x) ≥ a 的转化是完全类似的，读者可

以试着自己叙述.

3◦ (双变量问题)

假设 f(x) 在 D1 上、g(x) 在 D2 上均有最值：

∀x1 ∈ D1, ∀x2 ∈ D2,f(x1) ≥ g(x2) ⇔ f(x)min ≥ g(x)max.

∀x1 ∈ D1, ∃x2 ∈ D2,f(x1) ≥ g(x2) ⇔ f(x)min ≥ g(x)min.

∃x1 ∈ D1, ∀x2 ∈ D2,f(x1) ≥ g(x2) ⇔ f(x)max ≥ g(x)max.

∃x1 ∈ D1, ∃x2 ∈ D2,f(x1) ≥ g(x2) ⇔ f(x)max ≥ g(x)min.

以上列举了 f(x1) ≥ g(x2) 的四种恒成立与能成立条件的转化，f(x1) > g(x2) 也有相应的四种条

件，读者可以尝试自己叙述这四种条件的转化. 另外如果函数只有确界而没有最值，则要根据确

界的情况考虑等号的取舍问题，对于这一点的理解可以参考 1◦ 和 2◦ 两类条件的转化.

例 2.27. f(x) =
1

x
，若 ∀x1, x2, x3 ∈ (a, b)，f(x1), f(x2), f(x3) 均可以构成三角形的三条边，求

b

a
的范围.

解. 根据题意，f(x1), f(x2), f(x3) > 0，所以 0 < a < b，即
b

a
> 1. 条件等价于 ∀x1, x2, x3 ∈ (a, b)，

f(x1)+ f(x2) > f(x3)恒成立.又因为 inf[f(x1)+ f(x2)] =
2

b
，sup f(x3) =

1

a
，所以 f(x1)+ f(x2) >

f(x3)恒成立进一步等价于
2

b
≥ 1

a
(思考：这里为什么可以取等号？)，解得 b

a
≤ 2.综上所述，b

a
∈ (1, 2].

♥

例 2.28. 对 ∀a ∈ [−1, 1]，x2 − ax− 6 ≥ 0 恒成立，求 x 的范围.

解. 记 f(a) = −xa+x2− 6(a ∈ [−1, 1]，x看成参数)，则这一个关于 a的一次函数，x2−ax− 6 ≥ 0

恒成立等价于 f(a)min ≥ 0. 根据一次函数的性质，f(a)min = min{f(−1), f(1)}(其中记号 min{a, b}

表示 a, b两者中的较小者)，所以进一步等价于

x+ x2 − 6 ≥ 0

−x+ x2 − 6 ≥ 0

，解得 x ∈ (−∞,−3]∪ [3,+∞)，

即 x 的范围是 x ∈ (−∞,−3] ∪ [3,+∞). ♥

评注 2.28.1. 在解答这道例题的过程中，合适的理解方案是将 a 看成主元，x 当作参数处理. 初学

者可能会由于习惯于将 x 当作主元，无法完成恒成立问题的转化，从而导致解答过程过于繁复，甚

至结果出错.

我们在讨论二次函数闭区间最值问题之前，先介绍如下的事实：

定理 2.3.1. 设函数 f(x) 是闭区间 [s, t] 上的连续函数，则它的函数值存在最大值和最小值，且其

最大值只能在区间端点或区间内的极大值点1 处取得，其最小值只能在区间端点或区间内的极小值

1极值点的正式概念将在以后的课程中介绍，在二次函数问题中，只有 x = −
b

2a
即对称轴处是极值点.
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点处取得. 例如：f(x) = ax2 + bx + c，x ∈ [s, t]，a > 0，当 − b

2a
∈ (s, t)(即轴在区间内) 时，则

f(x)min = min{f(s), f(t), f(− b

2a
)} = f(− b

2a
)，f(x)max = max{f(s), f(t)}；当 − b

2a
/∈ (s, t)(即轴

在区间外，包括轴在端点处的情况) 时，则 f(x)min = min{f(s), f(t)}，f(x)max = max{f(s), f(t)}.

a < 0 的情况留给读者自己叙述.

以上定理将是解决二次函数区间最值问题的有力支撑.

例 2.29. 讨论 f(x) = 2x2 − 3x+ 4 在闭区间 [a, a+ 1] 上的最小值.

解. 这是最小值问题，需要讨论轴和区间的位置关系.
1 当 a <

3

4
< a+ 1 即 −1

4
< a <

3

4
时，f(x)min = f(

3

4
) =

23

8
.

2 当 a ≥ 3

4
或 a+1 ≤ 3

4
时，f(x)min = min{f(a), f(a+1)} = min{2a2 − 3a+4, 2(a+1)2 −

3(a+ 1) + 4} =


2a2 + a+ 3, a ≤ 1

4
,

2a2 − 3a+ 4, a >
1

4

，所以当 a ≤ −1

4
时，f(x)min = 2a2 + a+ 3；当 a ≥ 3

4
时，

f(x)min = 2a2 − 3a+ 4.

综上所述，当 x ≤ −1

4
时，f(x)min = 2a2+a+3；当 −1

4
< a <

3

4
时，f(x)min =

23

8
；当 x ≥ 3

4
时，f(x)min = 2a2 − 3a+ 4. ♥

例 2.30. 若函数 f(x) = −1

2
x2 +

13

2
在闭区间 [a, b] 上的值域为 [2a, 2b]，求 a, b 的值.

解. 分轴在区间内和轴在区间外两种情况讨论：
1 当 a < 0 < b时，f(x)max = f(0) =

13

2
= 2b，所以 b =

13

4
；f(x)min = min{f(a), f(b)} = 2a，

因为 b =
13

4
，所以 f(b) =

39

32
> 0，而 2a < 0，所以 f(b) 6= 2a，所以 f(a) = −1

2
a2 +

13

2
= 2a，解

得 a = −2−
√
17(另一根为正，舍弃)，此时 [a, b] = [−2−

√
17,

13

4
].

2 当 a < b ≤ 0 或 b > a ≥ 0 时，

f(x)max = max{f(a), f(b)} = max{−1

2
a2 +

13

2
,−1

2
b2 +

13

2
} = 2b,

f(x)min = min{f(a), f(b)} = min{−1

2
a2 +

13

2
,−1

2
b2 +

13

2
} = 2a.

若


−1

2
a2 +

13

2
= 2a,

−1

2
b2 +

13

2
= 2b.

，则 a, b 是二次方程 −1

2
x2 − 2x +

13

2
的两个不同实根，但是这个方

程两根异号，这与 a < b ≤ 0 或 b > a ≥ 0 矛盾，不合题意. ♥

评注 2.30.1. 这里两根异号是由韦达定理得到的，在有关二次方程的问题中，用二次方程韦达定理

两根之积的形式来判断异号还是同号是常用的技巧.

若


−1

2
a2 +

13

2
= 2b,

−1

2
b2 +

13

2
= 2a.

，两式相减得 −1

2
(b − a)(b + a) = 2(a − b)，因为 b − a 6= 0，所以

a + b = 4，代入第一个方程得 −1

2
a2 +

13

2
= 8 − 2a，解得 a = 3 或 a = 1，又因为当 a = 3 时

b = 1 < a，故舍去，所以 a = 1，b = 3，此时 [a, b] = [1, 3]，符合题意.

综上所述，a = −2−
√
17, b =

13

4
或 a = 1, b = 3.
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例 2.31. 已知函数 f(x) = −1

2
x2 + x, 若函数 f(x) 的定义域为 [m,n](m < n), 值域为 [km, kn](k >

1), 求 n 的值.

解. 首先考虑轴与区间的位置关系，f(x) = −1

2
x2 + x = −1

2
(x − 1)2 +

1

2
，注意到 kn ≤ 1

2
，所以

n ≤ 1

2k
< 1，所以轴在区间右侧，所以函数 f(x) 在 [m,n] 递增，f(m) < f(n). 所以 f(x)min =

f(m) = −1

2
m2 + m = km，f(x)max = f(n) = −1

2
n2 + n = kn，所以 m,n 是关于 t 的二次方程

−1

2
t2 + (1− k)t = 0 的两个根. 又因为 m < n，所以 m = 2(1− k), n = 0，即 n 的值为 0. ♥

评注 2.31.1. 在考虑轴与区间的位置关系时，如果题设条件较多，要充分挖掘题给条件，尽可能地

确定轴与区间的关系. 例如在本题中，通过挖掘题给条件即可比较出 n 和 1 的大小关系，从而确定

轴与区间的位置关系. 如果没有看出这一点就盲目讨论则会使解答过于繁复，这是不可取的.

2.3.3 二次方程根的分布

对于有一般的函数 y = f(x)，我们把 f(x) = 0的点 x叫做 f(x)的零点.这样，函数 y = f(x)的

零点就是方程 f(x) = 0的实数解，也就是函数 f(x)图像与 x轴的公共点的横坐标，即方程 f(x) = 0

有实数解 ⇔ 函数 f(x) 有零点 ⇔ 函数 f(x) 的图像与 x 轴有公共点. 由此可知方程和函数有着重

要的联系，对于求方程 f(x) = 0 的实数解的问题，都可以考虑成确定函数 f(x) 的零点.

对于零点附近函数值的变化规律，我们有如下事实：

定理 2.3.2 (零点存在定理). 如果函数 f(x) 在闭区间 [a, b] 上连续，且有 f(a)f(b) < 0（即有

f(a) < 0 < f(b) 或 f(b) < 0 < f(a)），则存在一点 c ∈ (a, b)，使得 f(c) = 0，这个点 c 同时也是方

程 f(x) = 0 的解.

这条定理在直观上是很容易被接受的，我们设想 x 自 a 点连续不断地移向 b 点，这时候点

(x, f(x)) 则是连续地在一条连续曲线上自 (a, f(a)) 到 (b, f(b)) 移动. 因为曲线的两个端点分处于 x

轴之两侧，所以这条连续曲线必然与 x 轴相交，交点的 x 坐标就是我们想找的点 c，如图2.9所示.

不连续的函数显然没有定理所说的性质.

c

f(a)

f(b)

Oa b

y

x

y = f(x)

图 2.9:
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上述定理反之不成立，即如果在闭区间 [a, b] 上连续的函数 f(x) 在 (a, b) 有零点，则 f(a)f(b)

不一定小于零. 例如函数 y = x2 在 (−1, 1) 上有零点 0，但是 f(−1)f(1) > 0. 事实上，只有函数在

开区间 (a, b) 上有奇数个变号零点时，才有 f(a)f(b) < 0，变号零点指的是连续函数 f(x) 的图像穿

过的零点，也就是在零点附近的两侧的函数值取值是异号的.

二次函数与二次方程之间有着密切的联系，我们已经知道二次函数 y = ax2 + bx+ c(a 6= 0) 与

x 轴的交点个数按照 ∆ > 0,∆ = 0,∆ < 0 分为三种情况，相应地二次方程 ax2 + bx+ c = 0(a 6= 0)

的根的情况也分为三种. 此外，二次方程的根与系数还有如下的联系：

定理 2.3.3 (韦达定理). 设二次方程 ax2 + bx+ c = 0(a 6= 0) 的 ∆ ≥ 0，x1, x2 是它的两个根，根据

求根公式立刻得到根与系数有如下关系：

x1 + x2 = − b

a
, x1x2 =

c

a
.

这个命题通常被称为韦达定理.

二次方程根的分布问题实际上是二次函数零点的分布问题，因此要想解决二次方程根的分布问

题，必须要用到二次函数的性质.

例 2.32. 若关于 x 的二次方程 3x2 − 5x+ a 的一根大于 −2 而小于 0，另一根大于 1 而小于 3，求

a 的范围.

解. 本题由于抛物线开口向上，所以只需画出一个草图或是利用零点存在定理就能发现，当 f(−2) >

0, f(0) < 0, f(1) < 0, f(3) > 0 时就能使方程的根落在题设要求的区间内. 反过来，如果不满足以上

条件，简单分析可知方程的两根不可能满足题设的分布. 解以上不等式组可得 −12 < x < 0. ♥

评注 2.32.1. 从这道题的解答过程中可以发现，对于开口方向和轴的位置都确定的二次函数，要使

对应的二次方程的根满足一定的分布条件，只需限制某些位置函数值的符号即可，这是基于二次函

数的图像特性和零点存在定理. 而在有些问题中则需要注意考虑轴处函数值的符号、判别式的取值

和开口方向问题. 二次方程根的分布问题情况多变、处理方式灵活，需要通过一定量的训练来积累经

验.

例 2.33. 若关于 x 的二次方程 mx2 + (2m− 1)x−m+2 = 0(m > 0) 的两个互异的根都小于 1，则

实数 m 的取值范围是 .

解. 抛物线开口向上，所以 f(∞) > 0(注意 f(∞) > 0 只是一个记号，表示 x 充分大或充分小时的

函数值大于零). 当 f(轴) =
4m(−m+ 2)− (2m− 1)2

4m
< 0, f(1) > 0 时，可以使方程的根落在题设

要求的范围内. 反过来，如果不满足以上条件，简单分析可知方程的两根不可能满足题设的分布. 解

以上不等式组得 m >
3 +

√
7

4
. 所以 m 的范围是 (

3 +
√
7

4
,+∞). ♥

评注 2.33.1. 二次函数的开口方向实际上决定的是 “无穷处的函数值”，在本题中我们限制了轴处和

1 处函数值的符号，根据零点存在定理，二次函数在 (−∞,轴) 和 (轴, 1) 上分别有一个零点，而这

正是题设中根的分布条件. 此外我们要指出，限制轴处函数值的符号和限制判别式的取值是等效的

工作，本质上都是依据根的情况对 b2 − 4ac 的符号提出限制.
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2.3.4 函数 f(x) = ax+
b

x

函数 f(x) = ax+
b

x
(a > 0) 具有非常广泛的应用，下面我们来讨论它的一些性质.

f(x) = ax+
b

x
的定义域为 (−∞, 0) ∪ (0,+∞).

若 b > 0，当 x > 0 时，f(x) = ax +
b

x
≥ 2

√
ab，当且仅当 x =

√
b

a
时，等号成立；当 x < 0

时，f(x) = −[a(−x) +
b

(−x)
] ≤ −2

√
ab，当且仅当 x = −

√
b

a
时，等号成立. 所以函数 f(x) 的值域

为 (−∞,−2
√
ab] ∪ [2

√
ab,+∞).

若 b < 0，显然 f(x) 的值域为 R.

f(x) = ax+
b

x
是两个奇函数的和，因此它也是一个奇函数.

下面我们来研究它的单调性：

任取 x1 < x2, x1, x2 ∈ (0,+∞)，则

f(x2)− f(x1) = a(x2 − x1) + b(
1

x2

− 1

x1

) = a(x2 − x1)(1−
b
a

x1x2

).

若 b > 0，当 0 < x1 < x2 <

√
b

a
时，得 f(x2) − f(x1) < 0；当

√
b

a
≤ x1 < x2 时，

得 f(x2) − f(x1) > 0. 所以函数 f(x) = ax +
b

x
(a > 0, b > 0) 在 (0,

√
b

a
] 上是单调递减的，在

[

√
b

a
,+∞) 上是单调递增的. 用同样的方法或根据对称性可知，函数 f(x) = ax+

b

x
(a > 0, b > 0) 在

(−∞,−
√

b

a
] 上是单调递增的，在 [−

√
b

a
, 0) 上是单调递减的. 函数 f(x) = ax+

b

x
(a > 0, b > 0) 如

图2.10所示，根据其图像的形状特点，函数 f(x) = ax+
b

x
(a > 0, b > 0) 俗称对勾函数.

若 b < 0，对于 ∀x1, x2 ∈ (0,+∞)满足 x1 < x2，f(x2)−f(x1) > 0. 所以函数 f(x) = ax+
b

x
(a >

0, b < 0) 在 (0,+∞) 上是单调递增的. 用同样的方法或根据对称性可知，函数 f(x) = ax +
b

x
(a >

0, b < 0) 在 (−∞, 0) 上是单调递增的. 函数 f(x) = ax+
b

x
(a > 0, b < 0) 的图像如图2.11所示，函数

f(x) = ax+
b

x
(a > 0, b < 0) 俗称为蝴蝶函数.

现在我们举例说明对勾函数和蝴蝶函数性质的用途.

例 2.34. 求函数 f(x) =
x2 + 1

x− 1
, x > 1 的最小值.

解. 这是一个二次比一次的分式函数，事实上，它可以由对勾函数经过平移得到. 为了 “还原” 对勾

函数的形式，我们将 x− 1 看成一个单独的变量，则

f(x) =
x2 + 1

x− 1
=

[(x− 1) + 1]2 + 1

x− 1
=

(x− 1)2 + 2(x− 1) + 2

x− 1
= x− 1 + 2 +

2

x− 1
.

令 g(t) = t+
2

t
+ 2，t > 0，根据对勾函数的性质，gmin(t) = g(

√
2) = 2

√
2 + 2，所以函数 f(x)

的最小值为 2
√
2 + 2. ♥

例 2.35. 求函数 f(x) =
x− 1

x2 − 2x+ 5
，

3

2
≤ x ≤ 2 的最大值和最小值.
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O

y

x√
b

a

−
√

b

a

图 2.10:

O

y

x

图 2.11:

解. 这是一个一次比二次的分式函数，处理方法与前一个例题完全类似，都可以转化为对勾函数问

题. 因为 x 6= 1，所以

f(x) =
x− 1

(x− 1)2 + 4
=

1

x− 1 + 4
x−1

, x ∈ [
3

2
, 2].

令 g(t) = t+
4

t
，t ∈ [

1

2
, 1]，根据对勾函数的性质 g(t)在 [

1

2
, 1]上递减，所以 gmin(t) = g(1) = 5，

gmax(t) = g(
1

2
) =

17

2
. 所以，f(x) 的最大值为 f(

3

2
) =

1

5
，f(x) 的最小值为 f(2) =

2

17
. ♥

例 2.36. 求函数 f(x) =
x2 + 2x+ 3

x2 + 3x+ 4
的值域.

解. 二次比二次的分式函数经过分离常数，可以转化为一次比二次的最值问题：

f(x) =
x2 + 2x+ 3

x2 + 3x+ 4
=

x2 + 3x+ 4− (x+ 1)

x2 + 3x+ 4
= 1− x+ 1

x2 + 3x+ 4

令 g(x) =
x+ 1

(x+ 1)2 + x+ 1 + 2
，当 x = −1 时 g(x) = 0，当 x 6= −1 时 g(x) =

1

x+ 1 + 1 + 2
x+1

，

根据对勾函数值域的结论，x + 1 + 1 +
2

x+ 1
∈ (−∞, 1 − 2

√
2] ∪ [1 + 2

√
2,+∞)，所以 g(x) ∈

[−2
√
2 + 1

7
, 0) ∪ (0,

2
√
2− 1

7
]，综上所述，g(x) 的值域为 [−2

√
2 + 1

7
,
2
√
2− 1

7
]，所以 f(x) 的值域

为 [
8− 2

√
2

7
,
8 + 2

√
2

7
].

另解 y = f(x) =
x2 + 2x+ 3

x2 + 3x+ 4
，因为 x2 + 3x+ 4 6= 0，去分母并整理得

(1− y)x2 − (2− 3y)x+ 3− 4y = 0

当 y = 1时，x = 1.当 y 6= 1时，这是一个关于 x的二次方程，由 x ∈ R可知 y的取值集合是使得

该二次方程有解的所有 y值，∆ = (2−3y)2−4(1−y)(3−4y) ≥ 0，解得 y ∈ [
8− 2

√
2

7
, 1)∪(1, 8 + 2

√
2

7
]，

综上所述 y 的范围是 [
8− 2

√
2

7
,
8 + 2

√
2

7
]，这就是 f(x) 的值域. ♥
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评注 2.36.1. 对于二次比二次分式函数的最大值和最小值问题，常用的方法是去分母后，化成 x 的

二次方程，然后用判别式 ∆ ≥ 0 得到 y 的取值范围. 利用实系数二次方程有实数根，则它的判别式

∆ ≥ 0 从而可以确定系数中参数的范围，进而求得最值，这种方法称为判别式法.

例 2.37. 已知函数 y =
ax2 + 3x+ b

x+ 1
的最大值为

11

2
，最小值为

1

2
，求 a, b 的值.

解. 因为 x2 + 1 > 0，将函数整理为 (a− y)x2 + 3x+ (b− y) = 0，由于 x ∈ R，所以 y 的取值集合

是使得该方程有实数解的所有 y 值.

当 y = a 时，x =
a− b

3
，即方程有实数解；当 y 6= a 时，这是关于 x 的二次方程，方程有实数

解，则

∆ = 9− 4(a− y)(b− y) ≥ 0,

即

4y2 − 4(a+ b)y + 4ab− 9 ≤ 0.

这个二次不等式解集为 y ∈ [
a+ b−

√
(a− b)2 + 9

2
,
a+ b+

√
(a− b)2 + 9

2
]，综上所述，y 的范

围是 [
a+ b−

√
(a− b)2 + 9

2
,
a+ b+

√
(a− b)2 + 9

2
]，所以

a+ b+
√
(a− b)2 + 9

2
=

11

2
,

a+ b−
√
(a− b)2 + 9

2
=

1

2
.

⇒

a+ b = 6,√
(a− b)2 + 9 = 5.

⇒

a+ b = 6,

a− b = ±4.

⇒

a = 5,

b = 1.

或

a = 1,

b = 5.

这两组解均是符合题意的. ♥

例 2.38. 设函数 f(x) = x2 − (k2 − 5ak+3)x+7(a, k ∈ R). 已知对于任意的 k ∈ [0, 2]，若 x1, x2 满

足 x1 ∈ [k, k + a], x2 ∈ [k + 2a, k + 4a]，则 f(x1) ≥ f(x2)，求正实数 a 的最大值.

解. 由题设条件，函数 f(x) 满足 f(x1) ≥ f(x2)，只要 x1, x2 满足 x1 ∈ [k, k + a], x2 ∈ [k + 2a, k +

4a], a > 0，该条件等价于

[k, k + a]上的最小值 ≥ [k + 2a, k + 4a]上的最大值

为此必须满足轴在区间 [k, k + a] 右侧 (思考：为什么轴在区间 [k, k + a] 内或在区间 [k, k + a]

左侧这两种情况均不符合题意？)，所以进一步等价于 f(k + a) ≥ max{f(k + 2a), f(k + 4a)}，记函

数的轴为直线 x = h，则进一步等价于 k+4a ≤ 2h− k− a(如图2.12所示)，解得 h ≥ k+
5

2
a，即对

于任意的 k ∈ [0, 2]，都有
k2 − 5ak + 3

2
≥ k +

5

2
a.

即对于任意的 k ∈ [0, 2]，a ≤ k2 − 2k + 3

5k + 5
恒成立，记 g(k) =

k2 − 2k + 3

5k + 5
, k ∈ [0, 2]，则这等价于

a ≤ gmin(k).g(k) 是一个二次比一次的分式函数，其最值可以利用对勾函数的性质求出:

g(k) =
1

5

k2 − 2k + 3

k + 1
=

1

5
(k + 1 +

6

k + 1
− 4) ≥ 1

5
(2
√
6− 4)
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当且仅当 k =
√
6− 1 时取等号，因此 gmin(k) =

2
√
6− 4

5
，正实数 a 的最大值为

2
√
6− 4

5
. ♥

k k + a k + 2a k + 4a2h− k − a

图 2.12:

2.3.5 二次函数绝对值区间最值，平口单峰函数

例 2.39. 设函数 f(x) = x2 + ax + b，对于任意的 a, b ∈ R，总存在 t ∈ [0, 4]，使得 |f(t)| ≥ m 成

立，则实数 m 的最大值是 .

解. 本题是恒成立与能成立问题，等价于求 |f(t)| 在闭区间 [0, 4] 上的最大值，而这个最大值是和参

数 a, b 相关的，因为参数 a, b 可以任意变化，根据题意，我们要使得这个最大值最小，即求最大值

的最小值：

min
a,b∈R

{max
t∈[0,4]

|f(t)|}

这个问题看似入口很小，难以将 |f(t)| 在闭区间 [0, 4] 上的最大值写成统一的关于 a, b 的表达

式从而进一步处理.我们不妨回到最原始的问题上去，在讨论二次函数问题之前，我们先来说明下面

的一个公式：对于闭区间 [p, q] 上的连续函数 f(t)，显然它有最大值和最小值，且：

max |f(t)| = |fmax(t) + fmin(t)

2
|+ fmax(t)− fmin(t)

2
,

其中 fmax(t) 和 fmin(t) 分别表示函数在闭区间上的最大和最小值.

这个公式的理解是很直观的. 为了鼓励全民锻炼，某平台推出了一个的小程序，它的游戏规则

是：参赛者从数轴上的 O 点出发开始步行，并可以选择闭区间 [m,M ] 上的任意一点作为步行的

终点，但是在步行过程中不能改变行进方向，即 “不走回头路”，步行的路程越多，获得的奖品就越

多. 如何能保证获得最多的奖品呢？策略是从 O 点走到区间中点
M +m

2
，然后再沿相同方向走完

区间长度的一半
M −m

2
，如图2.13所示，很显然，不管 m,M,O 这三个点的相对位置如何，我们

总是能够保证走的路程最长. 特别地，如果闭区间 [m,M ] 是闭区间 [p, q] 上连续函数 f(t) 的值域

[fmin(t), fmax(t)]，那么这个 “ 最长路程” 就是 max |f(t)| 的值，这样，我们从直观上说明了上述公

式.

m MOM +m

2

|M +m

2
|
M −m

2

m MO M +m

2

|M +m

2
| M −m

2

m M OM +m

2

|M +m

2
|M −m

2

图 2.13:
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我们知道二次函数 y = ax2 + bx + c 图像的形状只取决于系数 a，系数 a 确定后，二次函数

图像的形状也确定了，而 b, c 的变化只是改变二次函数的位置. 现考虑 a 固定，而 b, c 可以任意变

化的情况，因为图像可以任意地平移，我们总是可以通过某种平移使得 fmax(x) + fmin(x) = 0. 而
fmax(t)− fmin(t)

2
实际上是二次函数图像在长度为 q − p 的水平跨度范围内的最小竖直跨度的一半，

这是一个几何上的量，是不依赖于坐标轴的，因而也不依赖于 b, c 的取值.

fmax(x)− fmin(x)

fmax(x)− fmin(x)

图 2.14:

f(
p+ q

2
)

f(q)f(p)

x

图 2.15:

根据上述的讨论，我们考虑任意一个二次函数 y = f(x) = ax2+ bx+ c(a固定，b, c任意)，欲求

|f(x)|在闭区间 [p, q]上的最大值的最小值 c，只需考虑它在闭区间 [p, q]上的竖直跨度的最小值，即

fmax(x)− fmin(x) 的最小值. 如图2.14所示，如果轴在区间 [p, q] 外，则 [p, q] 包含于 f(x) 的一个单

调区间，这时区间越靠近轴，竖直跨度 fmax(x)− fmin(x)越小；如果轴在区间内，则 fmin(x)是轴处

的函数值 (即二次函数的最小值)，这时 fmax(x) 越小，竖直跨度也越小，故当且仅当区间中点落在

轴上即 − b

2a
=

p+ q

2
时 fmax(x)− fmin(x) 最小，且最小值为 f(p)− f(

p+ q

2
) 或 f(q)− f(−p+ q

2
)，

这时 f(p) = f(q).

又因为我们可以通过某种平移使得 fmax(x) + fmin(x) = 0，这时 max |f(x)| 取得最小值，且最

小值为
f(p)− f(p+q

2
)

2
= f(p) = f(q) = −f(

p+ q

2
)，如图2.15所示.

回到本题，根据以上讨论，−a

2
=

0 + 4

2
⇒ a = −4，f(4) + f(2) = 0 ⇒ b = 2，所以

min
a,b∈R

{max
t∈[0,4]

|f(t)|} = f(4) = 2. 故填 2. ♥

评注 2.39.1. 以上我们讨论了求绝对值二次函数闭区间内的最大值的最小值的特定处理方法，一般

地，当函数的形状确定且可以任意平移时，max |f(x)|的最小值一定在 f(x)是平口函数且 fmax(x)+

fmin(x) = 0 时取得，即

f(p) = f(q) = 0

fmax(x) + fmin(x) = 0

，若在闭区间 [p, q] 内函数 f(x) 还有一个极值

点，则也叫平口单峰函数. 有关平口单峰函数的结论是一个十分自然的事实，读者可以借助草图深入

思考，理解其本质.

平口单峰函数的相关结论还可以应用在除二次函数以外的其他函数的绝对值闭区间最值问题

上.

例 2.40. 切比雪夫在用直线逼近曲线的研究中定义了偏差 E：对任意的 x ∈ [m,n]，函数 y =
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|f(x) − (ax + b)| 的最大值为 E，即 E = max
m≤x≤n

|f(x) − (ax + b)|，把使得 E 取到最小值的直

线 y = ax + b 叫做切比雪夫直线，已知函数 f(x) = x2, x ∈ [−1, 2]，则其切比雪夫直线的参数

b = .

解. 由平口单峰函数的相关结论，记 g(x) = x2 − ax− b，则 g(−1) = g(2)，所以
a

2
=

−1 + 2

2
，解

得 a = 1. 又根据 g(2) + g(
1

2
) = 4− 2− b+

1

4
− 1

2
− b = 0，解得 b =

7

8
. ♥

习题 2.3

1. 已知集合 A = {x|(ax− 1)(a− x) > 0}，且 2 ∈ A, 3 /∈ A，则实数 a 的取值范围是 .

2. 从 −3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4八个数字中，任取三个不同的数字作为二次函数 f(x) = ax2+bx+c(a 6=

0) 的系数，若二次函数的图像过原点，且其顶点在第一或第三象限，这样的二次函数有 个？

3. 已知二次函数 f(x) 满足对任意实数 x 都有 x2 − 2x+ 2 ≤ f(x) ≤ 2x2 − 4x+ 3. 若 f(11) = 181，

则 f(16)= .

4. 方程组

x3 + y3 = 26,

xy(x+ y) = −6,

的实数解为 .

5. 设函数 f(x) = x3 + ax2 + bx + c(x ∈ R)，其中 a, b, c 为互不相同的非零整数，且 f(a) = a3 ，

f(b) = b3 ，则 a+ b+ c = .

6. 已知 a, b 是实数．若二次函数 f(x) = x2 + ax+ b 满足 f(f(0)) = f(f(1)) = 0，且 f(0) 6= f(1)，

则 f(2) 的值是 .

7. 若 a ≥ b ≥ c, a+ b+ c = 0，且 x1, x2 为二次方程 ax2 + bx+ c = 0 的两实根，则 |x2
1 − x2

2| 的最

大值与最小值的和为 .

8. 已知 a, b ∈ Z，且 a+ b 是方程 x2 + ax+ b = 0 的一个根，则 b 的最大可能值为 .

9. 已知函数 f(x) = −x2 + x+m+ 2，若关于 x 的不等式 f(x) ≥ |x| 的解集中有且仅有 1 个整数，

则实数 m 的取值范围为 .

10. 设实数 a < −1，变量 x 满足 x2 + ax ≤ −x，且 x2 + ax 的最小值为 −1

2
，则 a = .

11. 已知函数 f(x) = x2−2tx+ t,当 x ∈ [−1, 1]时，记 f(x)的最小值为 m，则 m的最大值是 .

12. 设 a 是实数，要使得对任何 x ∈ (−∞, 1) ∪ (5,+∞)，都有 x2 − 2(a− 2)x+ a > 0，所有满足上

述要求的 a 组成的集合是 .

13. 已知函数 f(x) = −1

2
x2 + x, 若函数 f(x) 的定义域为 [m,n](m < n), 值域为 [km, kn](k > 1), 则

n 的值为 .

14. 当 |x| ≤ 1 时，不等式 2px2 + qx− p+ 1 ≥ 0 恒成立，试求 p+ q 的最大值．

15. 已知对于任意的实数 a ∈ (−2, 4]，均有 x2 − ax+ 9 > 0 成立．则实数 x 的取值范围是 .
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16. 已知对任意 m ∈ [
1

2
, 3]，不等式 x2 +mx+ 4 > 2m+ 4x 恒成立，则 x 的取值范围是 .

17. 设函数 f(x) = x2 − (k2 − 5ak + 3)x + 7(a, k ∈ R). 已知对于任意的 k ∈ [0, 2]，若 x1, x2 满足

x1 ∈ [k, k + a], x2 ∈ [k + 2a, k + 4a]，则 f(x1) ≥ f(x2)，求正实数 a 的最大值.

18. 若关于 x 的二次方程 mx2 + (2m − 1)x −m + 2 = 0(m > 0) 的两个互异的根都小于 1，则实数

m 的取值范围是 .

19. 设 f(x) = x2 + ax+ b 在 [0, 1] 中有两个实数根, 则 a2 − 2b 的取值范围为 .

20. 已知关于 x的方程 x3+ax2+bx−a−b−1 = 0有两个根分别在 (0, 1), (1,+∞)内，则
2a+ b+ 1

a+ 1
的取值范围是 .

21. 已知 b、c ∈ R，二次函数 f(x) = x2+bx+c在 (0, 1)上与 x轴有两个不同的交点，求 c2+(1+b)c

的取值范围．

22. 设 a、b ∈ R，函数 f(x) = ax2 + b(x+ 1)− 2，若对任意实数 b，方程 f(x) = x 有两个相异的实

数根，求实数 a 的取值范围.

23. 已知二次函数 f(x) = x2 − 16x+ p+ 3.

(1) 若函数在区间 [−1, 1] 上存在零点，求实数 p 的取值范围.

(2) 是否存在常数 q(q ≥ 0)，当 x ∈ [q, 10] 时，f(x) 的值域为区间 D，且 D 的长度为 12− q.

24. 设函数 f(x) = x2 + ax+ b，对于任意的 a, b ∈ R，总存在 t ∈ [0, 4]，使得 |f(t)| ≥ m 成立，则实

数 m 的最大值是 .

25. 设 a ∈ R，且对任意实数 b 均有 max
x∈[0,1]

|x2 + ax+ b| ≥ 1，求 a 的取值范围。

26. 设函数 f(x) = ax2 + bx+ c (a 6= 0 ) 满足 |f(0)| ≤ 2, |f(2)| ≤ 2, |f(−2)| ≤ 2, 求当 x ∈ [−2, 2] 时

y = |f(x)| 的最大值.

27. 已知二次函数 f(x) = ax2 + bx+ c 满足条件：

(1) −4a ≤ b < −2a ；

(2) 当 |x| ≤ 1 时，|f(x)| ≤ 1 ．

证明：当 |x| ≤ 2 时，f(x) ≥ −5

4
．

28. 已知函数 f(x) = ax− bx2，其中 a, b 为正数．

(1) 若对任意 x ∈ R，都有 f(x) ≤ 1，证明 a ≤ 2
√
b；

(2) 当 b > 1 时，证明：对任意 x ∈ [0, 1]，|f(x)| ≤ 1 成立的充要条件是 b− 1 ≤ a ≤ 2
√
b．

2.4
幂函数，指数函数和对数函数

在这一节中我们将介绍高中阶段的三种重要的基本初等函数：幂函数，指数函数和对数函数.
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2.4.1 幂函数

我们对幂函数给出形式上的定义：

定义 2.8. 形如 y = xα(α为常数, α 6= 0) 的函数称为幂函数，例如 y = x2, y =
√
x, y =

1

x3
都是幂

函数，而 y =
1

2
xα, y = xα + 1 都不是幂函数.

当 α 为正整数时，其定义域为 R；

当 α 为负整数时，由于分母不得零，其定义域为 (−∞, 0) ∪ (0,+∞)；

当 α 为有理数时，也即 α =
n

m
，其中 n,m ∈ Z，m > 0，且 m,n 为互质数，这时候我们认为

x
n
m = (xn)

1
m，即对幂 xn 再开 m 次方根，例如 x

3
4 =

4
√
x3.

由于偶次根号下非负，所以当 α > 0 即 n > 0，且 m 为偶数时，其定义域为 [0,+∞)，m 为奇

数时，其定义域为 R.

当 α < 0 即 n < 0 且 m 为偶数时，由于分母不得零，其定义域为 (0,+∞)，m 为奇数时，其

定义域为 (−∞, 0) ∪ (0,+∞).

当 α 为无理数时，因为无理数被理解为一串有理数逐步逼近的结果，所以 xα 应当理解成一串

有理数幂 xαn 逼近的结果，其中 αn 是一串趋于无理数 α(即以 α 为极限) 的有理数. 因为 αn 表

成分数式时分母可能出现偶数，所以我们要求无理数幂的底数是非负的. 因此当 α 是正的无理数时，

其定义域为 [0,+∞)，当 α 是负的无理数时，由于分母不得零，其定义域为 (0,+∞).

可见，不管上述哪种情况，幂函数的定义域总是包含 (0,+∞). 我们在高中阶段更多的研究的是

α ∈ Q 的情况.

我们在初中已经学过了幂的运算法则，此处不再赘述.

下面是同一坐标系中画出的几个典型幂函数的图像，由此可见幂函数的图像都通过点 (1, 1)，这

个点通常被称为幂函数的特征点. 我们还能注意到，当 α > 0 时，幂函数在 (0,+∞) 上递增，当

α < 0 时，幂函数在 (0,+∞) 上递减. 对于有些幂函数在 (−∞, 0) 的单调性情况较多，但都可以通

过其在 (0,+∞) 上的单调性结合其奇偶性推出.

幂函数具有如下的抽象性质：f(xy) = f(x)f(y)，我们在讨论抽象函数的性质时对这一等式性

质做了充分的挖掘，读者可以自己去回顾一下例题2.22.

幂函数的另一个重要特征时它的奇偶性. 当 α 为奇数时，幂函数为奇函数；当 α 为偶数时，幂

函数为偶函数；当 α 为有理数且分子、分母均为奇数时，幂函数也为奇函数，当分子为偶数、分母

为奇数时，幂函数为偶函数.

2.4.2 指数函数

定义 2.9. 形如 y = ax(a > 0, a 6= 1, a为常数) 的函数叫做指数函数.

指数函数的定义域为 R，对于幂 ax，我们已经把指数 x 的范围扩展到了实数范围 ( 参见2.4.1节

)，因而 a 的实数次幂都是一个确定的实数，幂 ax 对于任意的 x ∈ R 都有意义，所以指数函数的定

义域为 R.

另外，我们规定底数 a > 0 且 a 6= 1. 当 a < 0 时，由于偶次根号下非负，根据2.4.1节的讨论，

当 x 取到分母为偶数或者无理数时，将使得 ax 无意义，从而导致指数函数不连续，性质不好，不
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√
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y = x2
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x

O

图 2.16:

易研究. 当 a = 0 时，指数函数对于任意的 x ∈ (0,+∞)，函数值都得零，而对于 x ∈ (−∞, 0]，函

数无意义. 当 a = 1 时，指数函数完全退化为常函数 y = 1. 这两种情况都非常简单，没有必要放在

指数函数当中进行研究. 总之，我们规定指数函数的底数大于零且不等于 1.

指数函数的值域为 (0,+∞).

例 2.41. 化简 a2
√
a · 3

√
a2

.

解. 原式 = a2

a
1
2 · a 2

3

= a2−
1
2−

2
3 = a

5
6 =

6
√
a5. ♥

指数函数具有抽象性质 f(x+ y) = f(x)f(y)，我们在例题2.23讨论了这一抽象性质.

下面是几个典型的指数函数的图像.指数函数的图像过定点 (0, 1)，这个点是指数函数的特征点.

指数函数的图像过点 (1, a)，即直线 x = 1 与指数函数图像交点的纵坐标就是底数 a 的值.

y = ax 和 y = (
1

a
)x 的图像关于 y 轴对称，因为 y = (

1

a
)x = a−x，即函数 y = (

1

a
)x 是由 y = ax

关于 y 轴作对称变换得到的.

指数函数的定义域都是 R，值域都是 (0,+∞).

指数函数在 R 上单调：当 a > 1 时，函数 f(x) = ax 在 R 上递增，当 0 < a < 1 时，函数

f(x) = ax 在 R 上递减.

我们还可以看到，对于 y = 2x 和 y = 10x，当 x → −∞ 时图像无限接近 x 轴，但不相交，且

y = 10x 的图像比 y = 2x 的图像在 x < 0 时更接近 x 轴；当 x → +∞ 时，两者的图像都呈爆炸式

向上延伸，且 y = 10x 的图像延伸更快. 对于 y = 2−x 和 y = 10−x，当 x → +∞ 时图像无限接近 x

轴，但不相交，且 y = 10−x 的图像比 y = 2−x 的图像在 x > 0 时更接近 x 轴；当 x → −∞ 时，两

者的图像都呈爆炸式向上延伸，且 y = 10−x 的图像上升更快.

以上规律可以总结为：指数函数的图像在第一象限内 “底大图高”，例如在第一象限内，y = 2x

恒在 y = 10x 下方，而 y = 2−x 恒在 y = 10−x 上方. 这一规律将是利用指数函数的性质比较一些幂
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值的大小以及判断指数函数图像的重要依据.

y

x−2 −1 1 2

1

2

3

4

y = 10x

y = 2x

y = 10−x

y = 2−x

O

图 2.17:

例 2.42. (1) 比较大小：a = 20.3，b = 0.32，c = (
1

2
)−

3
2 .

(2) 比较大小：0.8
2
3，0.9

2
3 .

(3) 比较大小：1.40.01 与 0.90.3.

解. (1)a = 20.3，c = (
1

2
)−

3
2 = 21.5，又因为指数函数 y = 2x 在 R 上递增，且 0 < 0.3 < 1.5，所以

1 = 20 < a < c. 又因为 b = 0.32 = 0.09 < 1，所以 b < a < c.

(2) 因为幂函数 y = x
2
3 在 (0,+∞) 递增，所以 0.8

2
3 < 0.9

2
3 .

(3) 根据指数函数的单调性，1.40.01 > 1.40 = 1，0.90.3 < 0.90 = 1，所以 0.90.3 < 1.40.01. ♥

评注 2.42.1. 指数函数的性质，特别是单调性和过定点 (0, 1) 这两条性质，为比较幂值的大小提供

了一个有力的工具.

例 2.43. (1) 求函数 f(x) = (
1

2
)−x2+2x+8 的定义域和值域，并确定其单调区间；

(2) 已知函数 f(x) = a2x + 2ax − 1(a > 0且a 6= 1) 在区间 [−1, 1] 上的最大值为 14，求实数 a 的值；

(3) 已知关于 x 的方程 4x − (a+ 3)2x + 1 = 0 有实数解，求实数 a 的取值范围；

(4) 已知函数 f(x) = 3x − 1

3x
，若对于 ∀t ∈ [1, 3]，不等式 3tf(2t) +mf(t) ≥ 0 恒成立，求实数 m

的取值范围.

解. (1) 这是一个复合函数，内层为二次函数，外层为指数函数. 确定复合函数的定义域遵循由内到

外的原则，由于二次函数的定义域为 R，指数函数的定义域也为 R，所以 f(x) 的定义域为 R. 设

u = −x2+2x+8，则 u = −(x−1)2+9 ≤ 9，由于 y = (
1

2
)u在 R上是减函数，所以 (

1

2
)u ≥ (

1

2
)9 =

1

512
，

所以函数 f(x) 的值域为 [
1

512
,+∞). 因为 u 在 (−∞, 1] 递增，在 [1,+∞) 递减，而 y = (

1

2
)u 在 R

上是减函数，根据复合函数单调性的结论，f(x) 的增区间为 [1,+∞)，减区间为 (−∞, 1].

(2) 这可以理解为一个复合函数，内层为指数函数，外层为二次函数. 令 ax = t > 0，因为

x ∈ [−1, 1]，所以当 0 < a < 1时 t ∈ [a,
1

a
]，当 a > 1时 t ∈ [

1

a
, a].y = g(t) = t2+2t−1 = (t+1)2−2，

其轴在区间左侧，当 0 < a < 1 时，gmax(t) = g(
1

a
) = (

1

a
+1)2 − 2 = 14，解得 a =

1

3
或 a = −1

5
(舍
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去)；当 a > 1 时，gmax(t) = g(a) = (a+1)2 − 2 = 14，解得 a = 3 或 a = −5(舍去). 综上所述 a = 3

或 a =
1

3
.

(3)令 t = 2x > 0，由指数函数的性质，关于 x的方程 4x− (a+3)2x+1 = 0 有实数解等价于关

于 t的二次方程 t2− (a+3)t+1 = 0有正实数解.记 f(t) = t2− (a+3)t+1，因为 f(0) = 1，根据二

次方程根的分布知识，只需


a+ 3

2
> 0

∆ = (a+ 3)2 − 4 ≥ 0

，解得 a ≥ −1，所以 a 的范围是 [−1,+∞).

(4) 原不等式等价于 3t(32t − 1

32t
) + m(3t − 1

3t
) ≥ 0, t ∈ [1, 3] 恒成立，因为当 t ∈ [1, 3] 时，

3t − 1

3t
=

32t − 1

3t
> 0，所以进一步等价于 m ≥ −

3t(32t − 1
32t

)
32t−1
3t

= −34t − 1

32t − 1
= −32t − 1 恒成立.

设 g(t) = −32t − 1, t ∈ [1, 3]，所以进一步等价于 m ≥ gmax(t). 由指数函数的性质可知 g(t) 在

[1, 3] 递减，所以 gmax(t) = g(1) = −10，所以 m 的范围是 [−10,+∞). ♥

评注 2.43.1. 本小题中求解恒成立问题中的参数范围采用了分离参数，直接处理的方法. 即把参数

与变量分离，直接研究一个关于变量的函数的最大值或最小值问题，进而确定参数范围. 一般而言，

当参数前的系数符号确定或情况比较简单，而且分离参数后得到的函数也容易求最值时，使用分离

参数的处理方式会非常便捷. 如果参数前的系数符号不确定，则会造成分离参数时不等号的方向不

确定，这时则需要分类讨论或寻找其他的处理方法.

我们知道，任何一个定义域关于原点对称的函数 f(x)可以写成一个奇函数 f1(x) =
f(x)− f(−x)

2

与一个偶函数 f2(x) =
f(x) + f(−x)

2
的和 (参见例题2.14)，指数函数的定义域为 R，可以写成一个

奇函数和一个偶函数的和，我们接下来讨论这两个函数的一些性质.

指数函数 f(x) = ax(a > 0, a 6= 1) 可以写成 f1(x) =
ax − a−x

2
与 f2(x) =

ax + a−x

2
的和，其

中 f1(x) 为奇函数，f2(x) 为偶函数. 并且 f1(x) =
ax − a−x

2
是一个单调的奇函数，简要解释如下：

当 a > 1 时，y = ax 和 y = −a−x 在 R 上都是递增的，所以 f1(x) =
ax − a−x

2
在 R 上也是递增的；

当 0 < a < 1 时，y = ax 和 y = −a−x 在 R 上都是递减的，所以 f1(x) =
ax − a−x

2
在 R 上也是递

减的.

因为 f2(x) > 0，我们进一步考虑函数 g(x) =
f1(x)

f2(x)
=

ax − a−x

ax + a−x
=

a2x − 1

a2x + 1
，根据奇函数与偶

函数相除仍然得到奇函数，我们知道 g(x) 应当也是一个奇函数，下面证明这一点.

例 2.44. 已知函数 g(x) =
a2x − 1

a2x + 1
(a > 0, a 6= 1)，x ∈ R，

(1) 求 g(x) 的值域；

(2) 证明：g(x) 是单调的奇函数.

解. (1) 适合分离常数来处理，f(x) =
a2x + 1− 2

a2x + 1
= 1 − 2

a2x + 1
. 因为 ax ∈ (0,+∞)，所以

2

ax + 1
∈ (0, 2)，所以 f(x) ∈ (−1, 1)，即值域为 (−1, 1).

(2) 首先证明 g(x) 是奇函数，g(−x) =
a−2x − 1

a−2x − 1
=

1− a2x

a2x + 1
= −g(x)，所以 g(x) 是奇函数.

下面证明 g(x) 是单调函数：任取 x1 < x2，那么

g(x1)− g(x2) = (1− 2

a2x1 + 1
)− (1− 2

a2x2 + 1
) =

2(a2x1 − a2x2)

(a2x1 + 1)(a2x2 + 1)
.
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当 a > 1 时，由 x2 > x1 及指数函数的单调性知 a2x1 < a2x2，又因为 a2x1 +1 > 0, a2x2 +1 > 0，

所以 g(x1) < g(x2)，所以 g(x) 是 R 上的增函数.

当 0 < a < 1时，由 x2 > x1及指数函数的单调性知 a2x1 > a2x2，又因为 a2x1+1 > 0, a2x2+1 > 0，

所以 g(x1) > g(x2)，所以 g(x) 是 R 上的减函数.

综上所述，函数 g(x) =
a2x − 1

a2x + 1
= 1 − 2

a2x + 1
(a > 0, a 6= 1) 的定义域为 R，值域为 (−1, 1)，

且是单调的奇函数，当 a > 1 时，函数递增，当 0 < a < 1 时，函数递减. ♥

例 2.45. 已知 a 为正实数，且 f(x) =
1

a
− 1

ax + 1
是奇函数，则 f(x) 的值域为 .

解. 由结论可知，1

a
=

1

2
，所以 a = 2，由结论可知 f(x) 的值域为 (−1

2
,
1

2
). ♥

评注 2.45.1. 如果熟知函数 g(x) =
ax − a−x

ax + a−x
=

a2x − 1

a2x + 1
= 1− 2

a2x + 1
(a > 0, a 6= 1) 是单调的奇函

数且值域为 (−1, 1) 这一事实，可以迅速解答这个例题.

例 2.46. 已知函数 f(x) =
25x

25x + 5
，则

2020∑
k=1

f(
k

2021
) = .

解. f(x) =
25x

25x + 5
=

1

1 + 5−2(x− 1
2 )
，根据结论可知函数 f(x)关于点 (

1

2
,
1

2
)对称，即对于 ∀x1+x2 =

1，有 f(x1) + f(x2) = 1，所以原式 = 1010. ♥

评注 2.46.1. 本题给出的函数是 g(x) =
ax − a−x

ax + a−x
=

a2x − 1

a2x + 1
= 1− 2

a2x + 1
(a > 0, a 6= 1) 经伸缩和

平移变换得到的，当然也具有中心对称性，读者在解答这道例题时要注意到这一点.

例 2.47. 已知函数 f(x) = x|x| + 2

2x + 1
− 1, x ∈ [−2022, 2022] 的值域为 [a, b] ，则 f(a +

b) =( ).

(A) 22022 (B) 20222 − 1

2022
(C) 2 (D) 0

解. y = x|x| 是奇函数，由前述结论知 y =
2

2x + 1
− 1 也是奇函数，所以 f(x) 是奇函数，其值域关

于原点对称，所以 a+ b = 0，所以 f(0) = 0，选 D. ♥

例 2.48. 已知函数 f(x) =

3x − 1, x > 0,

−2x2 − 4x, x ≤ 0,

若方程 f(x) = m 有且仅有 3 个实数根，则实数

m 的范围是 .

解. 根据指数函数和二次函数的图像特点作出函数的草图如下，方程 f(x) = m 有且仅有 3 个实数

根等价于 f(x) 的图像与直线 y = m 有且仅有 3 个公共点，分析图像可知 m 的范围是 (0, 2). ♥

评注 2.48.1. 在解答有关函数的零点或方程根的个数的客观题时，常常转化为公共点个数问题，并

结合函数图像用数形结合的方法解答.

例 2.49. 已知函数 f(x) = a + x − bx 的零点 x0 ∈ (n, n + 1)(n ∈ Z)，其中常数 a、b 满足条件

2021a = 2022，2022b = 2021，则 n 的值为 .
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x

y

2

−2 O

图 2.18:

解. 根据指数函数的性质估计 a 和 b 的范围：20211 = 2021 < 2022 = 2021a，所以 1 < a < 2，

2022b = 2021 < 2022 = 20221，所以 0 < b < 1，所以 f(x) 是增函数，f(x) 至多有一个零点.f(0) =

a− b > 0，f(−1) = a− 1− 1

b
< 1− 1

b
< 0，根据零点存在定理，x0 ∈ (−1, 0)，所以 n = −1. ♥

评注 2.49.1. 本题中，利用指数函数的性质可以估计 a 和 b 的范围，进而比较 0 处和 1 处的函数

值与 0 的大小关系. 我们在学习了对数的相关知识后，还可以更加精确地估计 a 和 b 的范围.

2.4.3 对数与对数函数

约翰 · 纳皮尔 (John Napier) 是苏格兰卓越的数学家和发明家. 纳皮尔提出对数的概念，引起了

计算上的一场革命. 为了解决天文学上耗时的大数计算，他制作了一个 Napier 算筹，就是一个可以

被叫做 “对数表” 的表格，对数可以将乘除法简化为加减法运算. 比如我们要用下表计算 32 × 256，

查询对数表可知 32 的对数是 5，256 的对数是 8，由于 5+8 = 13，我们再找回 13 的真数 8192，这

就是 32 × 256 的结果. 我们有了幂的运算法则的知识，知道这样做的原理是 32 × 256 = 25 × 28 =

25+8 = 213 = 8192，因而在现在的看法下，对数与指数是紧密联系的.

表 2.1: 对数表概念

真数 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192 16384

对数 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

如果我们引入正实数范围内的对数运算作为一个相当完备的 “对数表”，充分研究对数运算的性

质，将带给我们诸多便利.纳皮尔曾希望对数将会节约计算员的时间，把他们从各种棘手的计算错误

中解放出来.200 年后，法国天文学家 Pierre-Simon Laplace 证实了纳皮尔的期望，他说对数 “ 通过

节省劳动，让天文学家的寿命延长了一倍”2.

定义 2.10. 一般地，如果 ax = N(a > 0, a 6= 1)，那么数 x 称为以 a 为底 N 的对数，记作

x = loga N,

其中 a 叫做对数的底数，N 叫做对数的真数.
2内容均引自知乎专栏 “纳皮尔与对数”https://zhuanlan.zhihu.com/p/338032640.
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例如 25 = 32, 28 = 256, 213 = 8192, log2 32 = 5, log2 256 = 8, log2 8192 = 13，这里的 5, 8, 13 分

别是以 2 为底 32, 256, 8192 的对数.

人们习惯用十进制，通常我们将以 10 为底的对数叫做常用对数，并且将 log10 N 记作 lgN . 例

如 lg 100 = 2, lg 10−7 = −7. 另外在科技、经济和社会生活中常常使用以无理数 e 为底数的对数，以

e 为底的对数称为自然对数 ，并将 loge N 记作 lnN .e ≈ 2.718281828，伯努利 (Bernoulli) 在研究复

利计算时发现了 e 作为 (1 +
1

n
)n 的极限，而欧拉 (Euler) 首先使用 e 来代表它，e 的引进简化了许

多计算，成为数学中最重要的常数之一，我们在今后的学习中会逐渐体会到 e 的重要性.

由于指数和对数具有如下的关系：当 a > 0, a 6= 1 时，ax = N ⇔ x = loga N，所以我们得到对

数的如下结论：

对数运算要求底数大于零且不等于 1；负数和 0 没有对数 (即：真数总是大于 0)；且 loga 1 =

0, loga a = 1.

我们已经知道了对数和指数之间的关系，利用指数幂的运算法则：

aman = am+n, am/an = am−n, (am)n = amn,

我们记真数 am = M,an = N(其中 m,n ∈ R)，则立刻得到以 a 为底数的对数的如下运算性质：

如果a > 0, a 6= 1,M > 0, N > 0,则有 :

loga (MN) = loga M + loga N ;

loga
M

N
= loga M − loga N ;

loga Mn = n loga M.

可见取了对数以后，我们可以将真数的乘除运算转化为对数加减运算，因而也可以将幂的运算

转化为一个数乘对数的运算.

例 2.50. (1) 计算：
lg 8 + lg 125− lg 2− lg 5

lg
√
10 lg 0.1

,

(2) 如果 lg 2 = m, lg 3 = n，试用 m,n 表示
lg 12
lg 15 .

解. (1)

原式 =
lg 23 + lg 53 − lg 2− lg 5

lg 10 1
2 lg 10−1

=
3 lg 2 + 3 lg 5− lg 2− lg 5

− 1
2

=
2(lg 2 + lg 5)

− 1
2

=
2 lg 10
− 1

2

= −4.

(2)
lg 12
lg 15 =

lg(22 × 3)

lg(3× 10/2)
=

2 lg 2 + lg 3
lg 3 + lg 10− lg 2 =

2 lg 2 + lg 3
lg 3− lg 2 + 1

=
2m+ n

n−m+ 1
. ♥

接下来我们介绍一个非常重要的对数运算公式：
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定理 2.4.1. 设 loga b = x, 则 ax = b，于是

logc ax = logc b.

又根据对数的运算性质，幂的对数等于幂指数乘以对数:x logc a = logc b，即

loga b =
logc b
logc a

(a > 0, a 6= 1; b > 0; c > 0, c 6= 1).

我们把上式叫做对数换底公式，特别地，我们常常换成以 10 为底和以 e 为底的对数：

loga b =
lg b
lg a =

ln b
ln a(a > 0, a 6= 1; b > 0).

若 b 6= 1，因为

loga b =
logb b
logb a

=
1

logb a
(a > 0, a 6= 1; b > 0, b 6= 1).

因此，当真数不为 1 时，交换真数和底数的位置，对数变为原来的倒数，即 loga b 和 logb a 互

为倒数.

另外，由于

loga b =
log 1

a
b

log 1
a
a
= − log 1

a
b

因此，当底数变为原来的倒数时，对数变成原来的相反数，即 loga b = − log 1

a
b.

数学史上，人们经过努力制作了常用对数表和自然对数表，有了换底公式，就能将其他底的对

数转换为以 10 或 e 为底数的对数，从而可以通过查表方便地求出这些对数. 现在，对数换底公式作

为一个恒等变形公式也有着广泛而重要的应用.

例 2.51. (1) 若 a > 0 满足 aa = 9a8a，则 loga(3a) = .

(2)
1− 2 log6 5 · log10 3 · log15 2

log6 5 · log10 3 + log10 3 · log15 2 + log15 2 · log6 5
的值为 .

解. (1) 对式 aa = 9a8a 两边同时取对数，得到 a ln a = 8a ln(9a) = 8a(2 ln 3 + ln a)，所以 ln a =

−16

7
ln 3. 由对数换底公式可知 loga(3a) =

ln 3a
ln a =

ln 3 + ln a
ln a =

1− 16
7

− 16
7

=
9

16
.

评注 2.51.1. 本题中的幂指运算难以直接处理，而通过取对数可以使它变成更加简洁的乘法运算，

从而很方便地得到 ln a 的值.

(2) 令 a = log6 5, b = log10 3, c log15 3，

用换底公式，a =
ln 5

ln 2 + ln 3 , b =
ln 3

ln 2 + ln 5 , c =
ln 2

ln 3 + ln 5，为了得到 a, b, c 之间的关系，作如

下变形：

1 + a

a
=

ln 2 + ln 3 + ln 5
ln 5 ,

1 + b

b
=

ln 2 + ln 3 + ln 5
ln 3 ,

1 + c

c
=

ln 2 + ln 3 + ln 5
ln 2 ,

由此看出
a

a+ 1
+

b

b+ 1
+

c

c+ 1
=

ln 5 + ln 3 + ln 2
ln 2 + ln 3 + ln 5 = 1，化简得到 2abc+ ab+ bc+ ca = 1.

又因为原式 =
1− 2abc

ab+ bc+ ca
，所以原式 = 1. ♥
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例 2.52. (1) 若正实数 a、b 满足 log8 a+ log4 b2 = 5 和 log8 b+ log4 a2 = 7，则 log4 a+ log8 b 的值

是 .

(2) 已知 loga b+ 3 logb a =
13

2
．当 a > b > 1 时，

a+ b4

a2 + b2
的值为 .

解. (1) 因为 a, b 为正实数，令 log2 a = x, log2 b = y，则 log8 a + log4 b2 = log8 a + 2 log4 b =
log2 a
log2 8

+ 2
log2 b
log2 4

=
x

3
+ y = 5，log8 b+ log4 a2 = log8 b+ 2 log4 a =

log2 b
log2 8

+ 2
log2 a
log2 4

=
y

3
+ x = 7.

解方程组


x

3
+ y = 5,

y

3
+ x = 7.

得到 x = 6, y = 3，从而 log4 a+ log8 b =
log2 a
log2 4

+
log2 b
log2 8

=
1

2
x+

1

3
y =

3 + 1 = 4.

(2) 因为 loga b 和 logb a 互为倒数，令 loga b = t，因为 a > b > 1，所以 0 < t < 1，t+
3

t
=

13

2
，

解得 t =
1

2
或 t = 6(舍去)，所以 b =

√
a，所以原式 =

a+ a2

a2 + a
= 1. ♥

有了对数的运算法则，我们引入对数函数的概念：

定义 2.11. 一般地，形如 y = loga x(a > 0, a 6= 1) 的函数称为对数函数，其中 x 为自变量. 由于真

数大于零，所以对数函数的定义域为 (0,+∞). 例如函数 y = log3 x2，因为 x2 > 0，即 x 6= 0，所以

函数 y = log3 x2 的定义域为 (−∞, 0)∪ (0,+∞)，事实上，y = log3 x2 = 2 log3 |x|，根据真数大于零

也可确定函数的定义域为 (−∞, 0) ∪ (0,+∞).

y

x

−2

−1

1

2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

y = lgx

y = log2 x

y = log 1
10
x

y = log 1
2
x

O

图 2.19:

由于在指数运算中指数可以取全体实数，所以对数函数的值域为 R. 对数函数具有抽象性质

f(x) + f(y) = f(xy)，对这条性质的讨论参见例题 2.24.

图2.19示出了几个典型的对数函数的图像，对数函数都经过定点 (1, 0)，这是对数函数的特征点.

另外，根据对数的运算规律 loga a = 1，对数函数的图像经过点 (a, 1)，即直线 y = 1 与对数函数图

像的交点就是底数 a 的值. 由换底公式 (参见定理2.4.1)，loga x = − log 1
a
x，所以函数 y = loga x 和

y = log 1
a
x 的图像关于 x 轴对称.

对数函数在定义域 (0,+∞) 是单调函数，当底数 a ∈ (0, 1) 时，y = loga x 递减；当底数 a ∈

(1,+∞)时，y = loga x递增，因此：若 a ∈ (1,+∞)，真数 x > 1，则对数 loga x > 0，真数 0 < x < 1，

则对数 loga x < 0.a ∈ (0, 1) 的情况留给读者自己考虑.

例 2.53. 比较大小：log2 5, log2 7, log3 5, log3 7,
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解. (1) 根据对数函数的单调性，log2 5 < log2 7，log3 5 < log3 7，对于 log2 5 和 log3 5，由换底公式

可知 log2 5 =
lg 5
lg 2 , log3 5 =

lg 5
lg 3，根据对数函数 y = lgx 的单调性，lg 2 < lg 3，所以 log2 5 > log3 5，

同理 log2 7 > log3 7.

对于 log2 5和 log3 7的比较，无法直接根据单调性判断，需借助中间量.注意到 log2 5 > log2 4 =

2 = log3 9 > log3 7，所以 log2 5 > log3 7. 综上所述，四者的大小关系为 log3 5 < log3 7 < log2 5 <

log2 7. ♥

评注 2.53.1. 这种 “曲边四边形” 比大小的问题，只有 B 和 D 这两个位置的函数值不能直接比较，

一般的处理方法是寻找一个中间量再利用不等式的传递性来判断. 例如本题中寻找的中间量是 2.

A

B
D

C
y

xO

图 2.20:

例 2.54. 已知 α，β 分别满足 α · eα = e2，β(lnβ − 2) = e4，则 αβ 的值为 ( ).

(A) e (B) e2 (C) e3 (D) e4

解. 本题所给条件似乎与欲求的 αβ 关系不大，难以入手，不妨对所给条件两边分别取自然对数，得：

lnα+ α = 2

lnβ + ln(lnβ − 2) = 4 ⇒ ln(lnβ − 2) + (lnβ − 2) = 2

由此，考虑构造函数 f(x) = lnx+x, x ∈ (0,+∞)，则显然 f(x)是增函数，且 f(α) = f(lnβ−2) =

2，所以 α = lnβ − 2. 又因为 α = 2− lnα，所以 2− lnα = lnβ − 2 ⇒ lnα+ lnβ = 4 ⇒ ln(αβ) =

4 ⇒ αβ = e4，故选 D 项. ♥

例 2.55. 若 2a + log2 a = 4b + 2 log4 b，则

(A) a > 2b (B) a < 2b (C) a > b2 (D) a < b2

解. 因为 2a + log2 a = 4b2 + 2 log4 b = 22b + 2× log2 b
log2 4

= 22b + log2 b < 22b + log2(2b).

构造函数 f(x) = 2x + log2 x，则 f(a) < f(2b)，注意到函数 f(x) 递增，所以 a < 2b，选择 B

项. ♥

评注 2.55.1. 以上两个例题都体现了 “同构” 思想，用这种思想解决双变量问题，就是构造一个函

数使得两个变量都具有这种结构，从而在两个变量之间建立联系.
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例 2.56. (1) 若 y = log2022(x2 − ax+ 65) 的值域为 R+ 的子集，求 a 的取值范围；

(2) 已知函数 f(x) = loga(ax2 − x+
1

2
) 在区间 [1, 2] 上的值恒正，求实数 a 的取值范围；

(3) 已知函数 f(x) = log 1
2
(x2 −mx−m) 的值域为 R，求 m 的范围；

(4) 已知函数 f(x) = log 1
2
(x2 − 2ax+ 3) 的定义域为 R，值域为 (−∞,−1]，求实数 a 的值.

解. (1)y = log2022(x2 − ax + 65) 的值域为 R+ 的子集，根据对数函数的性质，该条件等价于 x2 −

ax+ 65 > 1 恒成立，即 x2 − ax+ 64 > 0 恒成立. 根据二次函数的性质，只需 ∆ = a2 − 64× 4 > 0，

解得 a ∈ (−16, 16).

(2)当 a > 1时，条件等价于 ax2−x+
1

2
> 1对任意的 x ∈ [1, 2]恒成立，即 a >

x+ 1
2

x2
=

1

x
+

1

2x2

恒成立，记 g(x) =
1

x
+

1

2x2
, x ∈ [1, 2]，则只需 a > gmax(x). 将 g(x) 理解为关于变量

1

x
的二次函

数，因为 x ∈ [1, 2]，所以
1

x
∈ [

1

2
, 1]，g(x) =

1

2
(
1

x
+ 1)2 − 1

2
，gmax(x) = g(1) =

3

2
，所以 a >

3

2
.

当 0 < a < 1 时，条件等价于 0 < ax2 − x+
1

2
< 1 对任意的 x ∈ [1, 2] 恒成立，即

1

x
− 1

2x2
<

a <
1

x
+

1

2x2
恒成立，记 h(x) =

1

x
− 1

2x2
, x ∈ [1, 2]，则只需 hmax(x) < a < gmin(x).g(x) 和 h(x) 均

是关于变量
1

x
的二次函数，因为 x ∈ [1, 2]，所以

1

x
∈ [

1

2
, 1]，

g(x) =
1

2
(
1

x
+ 1)2 − 1

2
, gmin(x) = g(2) =

5

8

h(x) = −1

2
(
1

x
− 1)2 +

1

2
, hmax(x) = h(1) =

1

2

所以 a ∈ (
1

2
,
5

8
).

综上所述，a ∈ (
1

2
,
5

8
) ∪ (

3

2
,+∞).

评注 2.56.1. 本小问的解答采用的是分离参数的处理方法，另外也可以分类讨论，把问题转化为二

次函数的闭区间最值，过程留给读者自己完成.

(3) 因为函数 f(x) = log 1
2
(x2 −mx −m) 的值域为 R，所以内层函数 u = x2 −mx −m 取遍

了一切正实数，即 R+ 是 u 的值域的子集. 由二次函数的性质可知，只需 ∆ = m2 + 4m ≥ 0，解得

m ∈ (−∞,−4] ∪ [4,+∞).

(4) 函数 f(x) = log 1
2
(x2 − 2ax+ 3) 的定义域为 R 等价于对于任意的 x ∈ R，x2 − 2ax+ 3 > 0

恒成立，由二次函数的性质可知，只需 ∆ = 4a2−12 < 0，解得 a ∈ (−
√
3,
√
3).记 u = x2−2ax+3，

因为外层函数 y = log 1
2
x 递减，所以 log 1

2
u ≤ −1 = log 1

2
2 等价于 u ≥ 2，即 u 的值域为 [2,+∞)，

因为 u = (x− a)2 + 3− a2 的值域为 [3− a2,+∞)，所以 3− a2 = 2，解得 a = ±1. ♥

评注 2.56.2. 这是一组关于对数函数复合二次函数的问题，解答这类问题需要充分理解对数函数和

二次函数的性质，从而完成对条件的转化，并以此为基础灵活应用复合函数的定义域、值域和单调

性的相关结论.

接下来我们讨论函数 y = f(x) = | loga x|(a > 0, a 6= 1) 的性质，以 a > 1 的情形为例，y =

| loga x| 的图像可以看成是由对数函数 y = loga x 经过翻折变换地得到的，如图2.21 所示. 显然，

y = | loga x| 和 y = | log 1
a
x| = | − loga x| 表示的是同一函数.
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O

y

x

f(m) = f(n)

nm 1

图 2.21:

m n

f(m) = f(n)

√
b

a

O

y

x

图 2.22:

设 m 6= n，不妨 0 < m < n 满足 f(m) = f(n)，因为对数函数是单调的，所以 loga m 6= loga n，

所以 loga m = − loga n，其中 0 < m < 1 < n，所以 loga(mn) = 0，mn = 1.反之，若 0 < m < 1 < n

满足 mn = 1，则 f(m) = f(n)，即积为定值的作用对象所对应的函数值相等.我们在这里指出，对勾

函数也有类似的性质：对于函数 f(x) = ax+
b

x
, a, b > 0，由 f(m) = f(n), 0 < m < n推出 mn =

b

a
，

反之，如果 0 < m <

√
b

a
< n 满足 mn =

b

a
，则 f(m) = f(n)，如图2.22所示.

例 2.57. 定义区间 [x1, x2] 的长度为 x2 − x1．若函数 y = | log2 x| 的定义域为 [a, b]，值域为 [0, 2]，

则区间 [a, b] 的长度的最大值与最小值的差为 .

解. 作出 y = | log2 x| 的草图，如图2.4.3所示，根据图像可知区间长度最大为 15

4
，最小为

3

4
，所以

最大值和最小值的差为 3. ♥

O

y

x

y = 2

41

4

1

图 2.23:

例 2.58. 若函数 f(x) = | loga x| − 2−x(a > 0, a 6= 1) 的两个零点为 m,n，则 ( ).

(A) mn = 1 (B) mn > 1

(C) mn < 1 (D) mn 与 1 的大小关系不能确定
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解. 令 f(x) = 0 得到 | loga x| = 2−x，函数 f(x) = | loga x| − 2−x(a > 0, a 6= 1) 的两个零点为 m,n

等价于 y = | loga x| 和 y = 2−x 有两个交点，作出草图 (如图2.24) 并结合上述性质可知 n <
1

m
，所

以 mn < 1，选择 C 项. ♥

O

y

xnm 1

m

1

图 2.24:

O

y

x

1

x2x1 x3 x41 2

图 2.25:

例 2.59. 已知定义在 (0, 4)上的函数 f(x) =

| log2 x|, 0 < x ≤ 2,

x2 − 6x+ 9, 2 < x < 4,

已知方程 f(x) = m,m ∈ R

有 4 个不同的实数根 x1, x2, x3, x4，则 x1 + x2 + x3 + x4 的范围为 .

解. 方程 f(x) = m有 4个不同的实数根等价于 y = f(x)与 y = m有 4个不同的交点，x1, x2, x3, x4

是四个交点的横坐标，作出草图2.25，不妨 x1 < x2 < x3 < x4，因为函数值相等 f(x1) = f(x2) =

f(x3) = f(x4)，根据二次函数的对称性可知作用对象满足关系 x3 + x4 = 6，再根据 y = | log2 x| 的

性质 x1x2 = 1 且 0 < x1 < 1 < x2 < 2，所以 x1 ∈ (
1

2
, 1).x1 + x2 + x3 + x4 = 6 + x1 +

1

x1

，根据对

勾函数的性质，6 + x1 +
1

x1

∈ (8,
17

2
). ♥

例 2.60. 已知函数 f(x) =


| lgx|, 0 < x ≤ 10,

6− 1

2
x, x > 10

若互不相等的实数 a, b, c满足 f(a) = f(b) = f(c)，

则 abc 的范围为 .

解. 作出草图2.26，根据 y = | lgx| 的性质可知 ab = 1. 分析图像得 c ∈ (10, 12)，所以 abc = c ∈

(10, 12). ♥

O

y

xba c

1

1 10 12

图 2.26:
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2.4.4 反函数，逆映射存在的充要条件

前面我们根据指数和对数之间的关系得到 y = ax, x ∈ R ⇔ x = loga y, y ∈ (0,+∞)(其中a >

0, a 6= 1). 由函数的定义可知 x = loga y, y ∈ (0,+∞) 是一个函数. 这样我们由指数函数 y = ax, x ∈

R 得到了对数函数 x = loga y, y ∈ (0,+∞)，可以看出它们的定义域和值域正好互换，这时我们就说

函数 y = ax, x ∈ R 与函数 x = loga y, y ∈ (0,+∞) 互为反函数 . 由于我们更加习惯以 x 表示自变

量，y 表示因变量，所以通常说 y = ax 和 y = loga x 互为反函数. 对数函数与指数函数是最典型也

是最为大家所熟知的一对反函数.

定义 2.12. 若映射 f : X → Y 既是满射又是一一映射，根据满射和一一映射的定义，对于每一个

y ∈ Y 都有唯一一个确定的 x 使得 f(x) = y. 这样就形成了一个自 Y 到 X 的映射，我们把这个映

射称为映射 f 的逆映射，记作 f−1 : Y → X.

根据定义立刻得到 f 的逆映射存在的充分必要条件是 f 既是满射又是一一映射.

特别地，若函数 f : X → Y 作为映射是一一满射，则其逆映射 f−1 : Y → X 称为 f 的反函数.

由此可见，f 和 f−1 的定义域和值域是恰好互换的.

一般地，函数 f(x), x ∈ D 作为映射是一一映射等价于对于 ∀x1, x2 ∈ D 且 x1 6= x2，都有

f(x1) 6= f(x2). 特别地，连续函数 f(x) 是一一映射的充分必要条件是 f(x) 严格单调，因此严格单

调的连续函数必有反函数，且其反函数也是严格单调的连续函数.

根据反函数的定义，我们立刻得到它具有如下性质：f−1(f(x)) = f(f−1(x)) = x，即作用对象

被一个映射和其逆映射先后作用又变回作用对象本身.

对于函数 y = f(x)，(x0, f(x0))在它的图像上，考虑其反函数 y = f−1(x)，因为 f−1(f(x0)) = x0，

所以 (f(x0), x0) 在它的图像上，由此可知 y = f(x) 和其反函数 y = f−1(x) 的图像关于直线 y = x

对称，即若点 (x, y) 在函数 y = f(x) 的图像上，则 (y, x) 在函数 y = f−1(x) 的图像上.

例 2.61. (1) 已知实数 a、b 满足 a+ lg a = 10，b+ 10b = 10，则 lg(a+ b) = .

(2) 若 x1 满足 2x+ 2x = 5，x2 满足 2x+ 2 log2(x− 1) = 5，则 x1 + x2= .

解. (1) 因为 lg a = 10 − a，10b = 10 − b，则 a 为 y = lgx 与 y = 10 − x 交点的横坐标，b 为

y = 10x 与 y = 10− x 交点的横坐标. 作出 y = 10x, y = lg 10, y = 10− x 的草图2.27，因为 y = lgx

和 y = 10x 互为反函数，两者的图像关于 y = x 对称，而 y = 10 − x 的图像关于直线 y = x 也对

称，所以点 (a, lg a) 和点 (b, 10b) 关于直线 y = x 也对称，两者的横纵坐标恰好互换，所以 a = 10b，

lg a = b.所以 (a, b)和 (b, a)在 y = 10−x的图像上，b = 10−a，所以 a+b = 10，所以 lg(a+b) = 1.

(2) 由题设，2x1−1 =
5

2
− x1，log2(x2 − 1) =

5

2
− x2，考虑以 x1 − 1 和 x2 − 1 为主元，即

2x1−1 =
3

2
− (x1 − 1)，log2(x2 − 1) =

3

2
− (x2 − 1). 与第一小问同理可得，x1 − 1 =

3

2
− (x2 − 1)，所

以 x1 + x2 =
7

2
. ♥

评注 2.61.1. 这道例题的两个小问灵活应用了互为反函数的图像关于直线 y = x 对称这一重要性

质，在反函数问题中也常常借助数形结合的方法，通过分析函数图像解答问题.
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O

y

xba

b

a

图 2.27:

设有连续的单调函数 f(x)，根据逆映射存在的充要条件可知 f(x) 存在反函数，记为 f−1(x)，

如果 f(x)的定义域关于原点对称且是奇函数，由奇函数的性质知其值域也关于原点对称，可以证明

f−1(x) 也是单调的奇函数 (留给读者).

例 2.62. 已知函数 y = f(x) =
ax − a−x

2
, a > 1，由2.4.2节可知它是一个单调递增的奇函数，所以

它存在反函数，记为 g(x)；

(1) 求 g(x);

(2) 证明 g(x) 是单调递增的奇函数.

解. (1)因为 f(x)的值域为 R，所以 g(x)的定义域为 R.由 y =
ax − a−x

2
整理得 a2x−2yax−1 = 0，

因为 ax > 0，解这个关于 ax 的二次方程得 ax =
2y +

√
4 + 4y2

2
= 1 +

√
1 + y2(另一根为负，舍

去)，所以 x = loga(y +
√

y2 + 1)，习惯上用 y 表示因变量，x 表示自变量，所以

g(x) = loga(x+
√
x2 + 1), x ∈ R.

(2)先证明 g(x)是奇函数，g(x)+g(−x) = loga(
√
x2 + 1+x)+loga(

√
x2 + 1−x) = loga[(

√
x2 + 1+

x)(
√
x2 + 1− x)] = loga(x2 + 1− x2) = 0，所以 g(x) 是奇函数.

下面证明 g(x) 单调递增，任取 x1 < x2，则需证明

g(x1)− g(x2) = loga(
√
x2
1 + 1 + x1√

x2
2 + 1 + x2

) < 0

为此只需证明
√
x2
1 + 1 + x1√

x2
2 + 1 + x2

< 1，因为
√
x2 + 1 + x > 0，所以只需证明

√
x2
1 + 1 + x1 −√

x2
2 + 1− x2 > 0.

因为 √
x2
1 + 1−

√
x2
2 + 1 + x1 − x2 =

x2
1 + 1− x2

2 − 1√
x2
1 + 1 +

√
x2
2 + 1

+ x1 − x2

= (x1 − x2)(
x1 + x2√

x2
1 + 1 +

√
x2
2 + 1

+ 1)

= (x1 − x2)(
x1 +

√
x2
1 + 1 + x2 +

√
x2
2 + 1√

x2
1 + 1 +

√
x2
2 + 1

).
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又因为 x1 − x2 < 0, x1 +
√
x2
1 + 1 + x2 +

√
x2
2 + 1 > 0，所以 g(x1)− g(x2) < 0，g(x) 是单调

递增的奇函数.

总之我们证明了函数 f(x) = loga(x+
√
x2 + 1), a > 1 是单调递增的奇函数. 另外，我们已经证

明了 f(x) =
a2x − 1

a2x + 1
是单调的奇函数 (参见例2.44)，其反函数 f−1(x) =

1

2
loga(

1 + x

1− x
) 也是单调的

奇函数，有兴趣的读者可以自己证明这一结论. ♥

2.4.5 指对幂增长的比较

我们看到指数函数 y = ax, a > 1，对数函数 y = loga x, a > 1 和 y = xα, α > 0 在 (0,+∞) 都

是增函数，当 x → +∞ 时 y 都趋向于 +∞，但是它们的增长方式有很大的差异. 这种差异正是不同

类型的现实问题具有不同增长规律的反映，下面我们从定性上认识和比较这些函数增长的特点.

指数函数、对数函数和幂函数增长的速度不同，且不在同一个档次上.随着 x的增长，y = ax(a >

1) 增长越来越快，会超过并且远远大于 y = xn 的增长速度，呈爆炸式增长. 而 y = loga x, a > 1

的增长速度越来越慢，图像也随着 x 的增长越来越平缓，就像与 x 轴平行一样. 例如 lg 10 = 1，

lg 100 = 2，lg 1000 = 3，lg 10000 = 4，而对于一次函数 y =
1

10
x，它在 10 处的函数值也为 1，但

是
1

10
× 100 = 10，

1

10
× 1000 = 100，

1

10
× 10000 = 1000，由此可见当 x > 10 时，y = lgx 的增长

与 y =
1

10
x 相比，就显得极其缓慢了.

对于幂函数而言，随 α 值的不同，也会在 (0,+∞) 呈现不同的增长规律. 当 0 < α < 1 时，幂

函数增长得越来越慢，但是快于对数函数. 而当 α = 1 时，幂函数匀速增长，当 α > 1 时，幂函数增

长越来越快，且对于更大的 α 值，其增长就更加剧烈. 例如三次函数的增长比二次函数的增长更快.

但是不论对于多么大的 α 值，幂函数的增长速度都比不上指数函数，幂函数也许会暂时领先，但随

着 x 的不断增长，指数函数的增长速度最终必会超过并远远大于幂函数的增长速度.

例 2.63. (1) 命题 p：对任意的 λ ∈ R，关于 x 的不等式 1.0001x − λx10000 > 0 总有解，则命题 p

是 (“真” 或 “假”) 命题.

(2) 若方程 ax − x− a = 0, a > 0 有两个实数解，则 a 的取值范围是 .

(3) 方程 3x = x3 的解集中有 个元素.

解. (1) 当 λ ≤ 0 时，不等式恒成立，当 λ > 0 时，根据指对幂增长的比较，存在 x0 > 0，使得

1.0001x > λx10000 成立，只要 x > x0，所以命题 p 是真命题.

(2) 作出图像，当 0 < a ≤ 1 时，根据指数函数的性质，方程最多有 1 个实数解，当 a > 1 时，

根据图像2.28结合指数函数增长的特点可知方程有两个实数解，所以 a 的范围是 (1,+∞). ♥

(3)作出图像2.29，结合指数函数和幂函数增长的比较可知方程有 2个实数解，所以方程 3x = x3

的解集中有 2 个元素.

习题 2.4

1. 若对任意的 x ∈ (−∞,−1)，均有 (m−m2)4x + 2x + 1 > 0，则实数 m 的取值范围是 .

2. 设函数 f(x) = (
1

2
)x + (

2

3
)x + (

5

6
)x, x ∈ [0,+∞)，则该函数图象上整点的个数为 .
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O

y

x1

a

图 2.28:

O

y

x

图 2.29: 指数函数有一个落后反超的过程

3. 方程 3x + 5x + 7x = 11x 共有 个不同的实根.

4. 若方程 ax − x− a = 0 有两个实数解，则 a 的取值范围是 .

5. 不等式 3|x+2| + 3|x−1| ≥ 28 的解集为 .

6. 已知函数 f(x) = a+x−bx 的零点 x0 ∈ (n, n+1)(n ∈ Z)，其中常数 a、b满足条件 2019a = 2020，

2020b = 2019，则 n 的值为 .

7. 设 a, b ∈ R 且 3a + 11b = 16a, 6a + 8b = 13b，求证：a < b.

8. 如果 x ∈ [0, 1] , 且 log2 log2(2x+ 2) + 22x+2 为整数, 则满足此条件的实数 x 有 个.

9. 关于 x 的方程 lg(ax+ 1) = lg(x− 1) + lg(2− x) 有唯一实数解，则实数 a 的取值范围是 .

10. 已知 log√7(5a− 3) = log√a2+1 5 , 则实数 a = .

11. 已知 a = log8 5, b = log4 3, c =
2

3
, 则 a, b, c 的大小关系是 .

12. 已知 a > 1，则 loga 16 + 2 log4 a 的最小值为 .

13. 若 4a = 6b = 9c，则
1

a
− 2

b
+

1

c
= .

14. 已知点 P (4, 1) 在函数 f(x) = loga(x− b)(b > 0) 的图象上，则 ab 的最大值是 .

15. 已知函数 f(x) =


| lnx|, 0 < x ≤ e,
e
x
, x > e.

若存在 3 个不同的实数 a, b, c 使得 f(a) = f(b) = f(c)，

则 af(b) + bf(c) + cf(a) 的取值范围是 .

16. 方程 (lgx)lg(lg x) = 10000 的整数解为 x = .
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17. 已知函数 f(x) = log2(ax − bx)，且 f(1) = 1，f(2) = log2 12.

(1) 求 a、b 的值；

(2) 当 x ∈ [1, 2] 时，求 f(x) 的最大值.

18. 已知函数 f(x) = log4(4x + 1) + kx(k ∈ R) 为偶函数．

(1) 求 k 的值；

(2) 若方程 f(x) = log4(
m

2x
− 1) 有解，求实数 m 的取值范围．
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第三章 基本初等函数 II

What we do may be small, but it has a certain character of permanence.

（我们所做的事情可能是渺小的，但是它具有某些永恒的性质.）

——G.H.Hardy

在前一讲中我们介绍了函数的性质，并以二次函数为例介绍了从函数性质的角度研究函数的方

法，进而介绍了几类非常重要的基本初等函数：幂函数，指数函数和对数函数. 在这一讲中我们介绍

另外一类重要的初等函数，即三角函数.

在初中课程中我们已经学过了锐角三角函数，并掌握了利用锐角三角函数解直角三角形的方法.

在高中阶段，我们将把三角函数的定义域推广到实数范围来讨论问题. 为此，我们需要引入任意角

作为更加普适的角的概念，同时需要引入弧度制从而在角的集合与实数集 R 之间建立一一对应的关

系，进而深入研究三角函数的性质.

3.1
三角函数

3.1.1 任意角与弧度制

角可以看成是平面内一条射线绕它的端点从其初始位置 (称为始边) 旋转至终止位置 (称为终

边) 所形成的图形，如图 3.1 所示. 角是一个由旋转产生的图形，我们把射线的端点称为角的顶点.

A

B

O

始边

终边

图 3.1:

我们规定：按逆时针方向旋转形成的角为正角，按顺时针旋转形成的角为负角，如果一条射线

从始边 OA 没有作任何旋转，终边 OB 与始边 OA 重合，我们称这样的角是零度角或零角. 如图所

示，图3.2中 α 是正角，图 3.3中 α 是负角，图3.4 是零角. 这样，我们得到了任意角的概念：任意角

69
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的形成过程需要两个要素：旋转量和旋转方向，任意角包括正角、负角和零角，任意角角度的概念

不再限于 0◦ 到 360◦.

A

B

Oα

图 3.2:

B

A

O

α

图 3.3:

O
A(B)

0◦

图 3.4:

为了方便，我们常在平面直角坐标系中讨论角. 我们使角的顶点与坐标原点重合，角的始边与 x

轴的非负半轴重合，那么角度终边 (除端点外) 落在第几象限内，我们就说这个角是第几象限角，例

如 −40◦ 的终边落在第四象限，所以它是第四象限角，361◦ 的终边落在第一象限内，所以它是第一

象限角.

如果角的终边不在任何象限内，而是落在了坐标轴，我们就说这个角是轴线角.对于任何一个任

意角，它要么是象限角，要么是轴线角.

观察：30◦, 390◦, 750◦ 这几个角有什么共同点？

如果角 α, β 的终边相同，即终边重合，则将 α的终边再旋转 (逆时针或顺时针)k 周 (k ∈ Z即可

得到 β，由此我们立刻得到所有与 α终边相同的角连同它本身可构成集合 S = {β|β = α+k×360◦}，

即任何一个与 α 终边相同的角都可以写成角 α 和 360◦ 周角的整数倍之和的结构.

确定角的终边所在象限或所在的轴线是一个重要的问题. 我们可以根据终边相同的角之间相差

k × 360◦ 这一结论找到与所给角终边相同的最小正角 α(0◦ ≤ α < 360◦)，则 α 的终边所在位置就是

所给角的终边所在位置.

例 3.1. (1)372◦ 的终边所在象限为 ( ).

(A) 第一象限 (B) 第二象限 (C) 第三象限 (D) 第四象限

(2) 已知 α 是第二象限角，则 180◦ − α,2α,α
3

,−α

2
终边的位置如何？

(3) 试表示出集合 {α|k · 180◦ + 45◦ ≤ α ≤ k · 180◦ + 90◦} 中终边所在的平面区域.

解. (1)372◦ = 360◦ + 12◦，372◦ 与 12◦ 的终边相同，所以 372◦ 的终边在第一象限.

(2) 由 α 是第二象限角可知 90◦ + k · 360◦ < α < 180◦ + k · 360◦, k ∈ Z，所以：

−k · 360◦ < 180◦ − α < 90◦ − k · 360◦, k ∈ Z，所以 180◦ − α 是第一象限角.

180◦ + 2k · 360◦ < 2α < 360◦ + 2k · 360◦, k ∈ Z，所以 2α 是第三象限角或第四象限角或终边落

在 y 轴非正半轴的角.

k ·120◦+30◦ <
α

3
< k ·120◦+60◦，当 k = 3n, n ∈ Z时，n·360◦+30◦ <

α

3
< n·360◦+60◦, n ∈ Z，

这时
α

3
是第一象限角；当 k = 3n+ 1, n ∈ Z 时，n · 360◦ + 150◦ <

α

3
< n · 360◦ + 180◦, n ∈ Z，这
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时
α

3
是第二象限角；当 k = 3n+ 2, n ∈ Z 时，n · 360◦ + 270◦ <

α

3
< n · 360◦ + 300◦, n ∈ Z，这时

α

3
是第四象限角.

综上所述，
α

3
是第一，第二或者第四象限角.

我们也可以用图解的方法直观地看出本题的结论. 为确定 α

3
的范围，我们用原点出发的射线将

每个象限 3 等分，它们正好与坐标轴共同将周角分为 12 个区域，从 x 轴的非负半轴起按逆时针将

这些区域顺次循环标注 1, 2, 3, 4，这样我们便得到了 α 角终边所在位置与
α

3
终边所处区域的对应关

系. 例如本题中，图3.5中标有数字 2 的区域是
α

3
终边所在区域，所以

α

3
是第一，第二或者第四象

限角.

1

2

34

1

2

3

4

1 2

3

4
O

y

x

图 3.5:

O

y

x

图 3.6:

−k · 180◦ − 45◦ < −α

2
< −k · 180◦, k ∈ Z. 当 k 为偶数时，−α

2
是第二象限角；当 k 为奇数时，

−α

2
是第四象限角.

本题也可以用图解法先确定
α

2
终边所在象限为第一或第三象限，再根据

α

2
和 −α

2
终边关于 x

轴对称得到 −α

2
是第二或第四象限角.

(3) 当 k 为偶数 2n, n ∈ Z 时，n · 360◦ + 45◦ < α < n · 360◦ + 90◦，当 k 为奇数 2n+ 1, n ∈ Z

时，n · 360◦ + 225◦ < α < n · 270◦ + 90◦. 综上所述我们确定了 α 终边的位置，表示为平面区域如图

3.6所示. ♥

我们现在引入弧度制. 在初中阶段我们采用的是角度制，在角度制下角的单位是度，1◦ 的角是

周角的
1

360
. 而在弧度制下角的单位是弧度 (记作 rad).

我们把圆弧长与半径的比值定义为弧度. 在单位圆 (半径为单位长度 1) 中，长度为 1 的弧所对

的圆心角称为 1 弧度角或 1rad 角. 在单位圆中，圆心角的弧度数就等于其所对的弧长，当圆心角为

周角时，他所对的弧长等于圆周长 2π，因此周角的弧度为 2π，由此 1◦ 角的弧度为
π

180
rad，我们

将 1◦ =
π

180
rad 这两个公式称为角度制与弧度制的互化公式，有了这个公式，我们就可以将一个角

的度量值由弧度换算为角度，或是由角度换算为弧度. 我们规定正角的弧度数是正数，负角的弧度

数是负数，零角的弧度数是 0. 这种以弧度作为单位来度量任意角的单位制叫做弧度制. 从本质上来

说，弧度制相当于用一个实数来表示角的度量，因为弧度实际上是两个长度的比值，在这个看法下，

我们也可以认为弧度的单位是 1，单位 rad 是冗余的，可以省略. 弧度的引入仅仅是类比于角度 ◦，

我们人为添加以突出这是用来度量角的单位，这种表示，用于弧度制与角度制之间换算，在形式上

也比较方便.

既然我们可以用不同的实数来表示不同的任意角，所以在弧度制下，角的集合和实数集 R 建立
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O

A

B

r = 1

l = 1

图 3.7:

α

l

r

图 3.8:

了一一对应. 这是引入弧度制的重要意义，这意味着我们可以将角度与三角函数值之间的映射表示

为实数与三角函数值之间的映射，即我们在今后可以将三角函数定义为数集与数集之间的映射，进

而讨论三角函数的性质.

我们列出一些常见特殊角的度数与弧度数的对应如下表，读者可以花些时间去熟悉一下.

表 3.1: 特殊角的度数与弧度的对应表

弧度数
π

12

π

6

π

4

π

3

5π

12

π

2

7π

12

2π

3

3π

4

5π

6
π

度数 15◦ 30◦ 45◦ 60◦ 75◦ 90◦ 105◦ 120◦ 135◦ 150◦ 180◦

记忆特殊角的角度与弧度互化的根本是抓住 15◦ =
π

12
.

我们知道弧度数的定义为 |α| = l

r
，其中 l 是 α 所对弧长，r 是圆弧半径. 因此我们立刻得到弧

度制下的弧长公式：

l = |α|r

考虑一个弧长为 l，半径为 r，圆心角的弧度数为 α 的扇形，如图3.8所示，则它在弧度制下的

面积公式为

S =
1

2
lr =

1

2
|α|r2

推导：考虑半径为 r 的圆面积为 S圆 = πr2，它所对的圆心角为 2πrad，所以 1rad 所对的扇形

面积为
πr2

2π
=

r2

2
. 对于这个公式的记忆，也可以将扇形想象成以弧长 l 为底，半径 r 为高的三角形，

则扇形面积为 S =
1

2
lr.

在弧度制下，终边相同的角构成集合的结构为 S = {β|β = 2kπ + α, k ∈ Z}. 即终边相同的角相

差 2π 的整数倍.

例 3.2. (1)2 弧度的角终边在第几象限？

(2) 角 β 的终边与角 α = −π

3
关于直线 x+ y = 0 对称，求 β.

解. (1) 因为
π

2
< 2 < π，所以 2 弧度的角终边在第二象限.

(2) 由题意可知 β 的终边与 −π

6
相同，所以 β = 2kπ − π

6
, k ∈ Z. ♥
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3.1.2 三角函数概念与单位圆的三角函数线，诱导公式

我们利用单位圆来定义正弦和余弦函数.作以坐标原点为圆心的单位圆，对于任意的角 α，使角

α 的顶点与原点重合，终边与 x 轴的非负半轴重合，终边与单位圆交于唯一的点 P (u, v)，则我们把

有向线段 MP 称为正弦线，把有向线段 OM 称为余弦线，点 P 的纵坐标 v 是角 α 的正弦函数，点

P 的横坐标 u 是角 α 的余弦函数. 显然正弦函数的值就等于正弦线的有向长度，而余弦函数的值就

等于余弦线的有向长度，记为：

v = sinα =线段MP的有向长度, u = cosα =线段OM的有向长度

因为对于任意角 α 可以是正角、负角或零角，所以正弦和余弦函数的定义域 R，值域为 [−1, 1].

在弧度制下，任意角的正弦和余弦函数建立了从 R 到 [−1, 1] 的映射关系，这与我们先前所讨论的

函数定义是一致的.

当 α 满足 α ∈ R, α 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z 时，显然这时 α 的终边不落在 y 轴上，那么我们将唯一确

定比值
v

u
，且保证了比值有意义. 我们将这个比值定义为角 α 的正切函数.

我们设单位圆与 x 轴非负半轴的交点 (1, 0) 是点 A，过点 A 作 x 轴的垂线，与角 α 终边所在

直线即直线 OP 交于点 T，则有向线段 AT 称为正切线，AT 的有向长度就是正切函数的值，记作：

v

u
= tanα =线段AT的有向长度，其中α ∈ R, α 6= kπ +

π

2
, k ∈ Z.

我们可以直观地看出正切函数的定义域为 {α|α ∈ R, α 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z}，值域为 R.

结合正弦和余弦函数的定义，不难看出对于任意的 α ∈ R, α 6= kπ +
π

2
, k ∈ Z，

tanα =
v

u
=

sinα
cosα.

这是一个非常重要的关系式.

正弦、余弦、正切函数都是以角的弧度数为自变量，以单位圆上的点的坐标或坐标的比值为函

数值的函数，我们统称它们为三角函数.

O

y

x

P (u, v)

A(1, 0)

M

T

α

图 3.9: 单位圆的三角函数线
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从定义上可以看出，我们只需知道角 α 终边上的一点，就可以计算出角 α 的各三角函数值. 例

如角 α 终边上一点为 Q(x, y)，则 |OQ| = r =
√
x2 + y2，则由定义可知 sinα =

y

r
，cosα =

x

r
. 当

x 6= 0 时，tanα =
y

x
. 事实上，角的终边与单位圆的交点坐标为 (cosα, sinα)，所以点 Q 的坐标为

(r cosα, r sinα)，即 x = r cosα, y = r sinα.

根据正弦、余弦、正切函数的定和各个象限内横纵坐标的符号，我们可以得到正弦、余弦、正

切函数值在每个象限内的符号如图3.10 所示，可以简单记忆为：一全正，二正弦，三正切，四余弦.

O

y

x

+

−−

+

y = sinα, α ∈ R

O

y

x

+

+−

−

y = cosα, α ∈ R

O

y

x

+

−+

−

y = tanα, α ∈ R, α 6= kπ +
π

2
, k ∈ Z

图 3.10:

我们在初中阶段已经学过了一些特殊的锐角三角函数值. 现在我们采用了弧度制，并且将角推

广到了任意角，自然要问一个问题：是否能够得到除锐角范围内的特殊角以外的一些其他特殊角的

三角函数值？

观察：设我们有已知角 α，借助单位圆的某些对称性和周期性思考：以下角的三角函数值与已

知角 α 的三角函数值有什么关系？(1) 终边与 α 相同的角；(2) 终边与 α 分别与 α 关于原点、y 轴、

x 轴和直线 y = x 对称的角.

作图3.11，我们不难看出终边与 α 相同的角的正弦、余弦函数值相等，即:

sin(α+ 2kπ) = sinα, cos(α+ 2kπ) = cosα, k ∈ Z.

上述两个等式说明：对于任意一个角 α，每增加 2π 的整数倍，其正弦、余弦函数值均不变. 由

此亦可见正弦、余弦函数是周期函数，且它们的最小正周期都是 2π.

对于正切函数 y = tanα，根据定义，只要两个角的终边在同一直线上，其正切函数值就相等，

即:

tan(α+ kπ) = tanα, k ∈ Z.

复原正切函数值只需要 “转半圈”，即对于任意一个角 x，每增加 π 的整数倍，正切函数值不变，

所以正切函数也是周期函数，它的最小正周期是 π.

接下来我们考虑终边与 α 关于原点对称的角 π + α. 作图3.12 可知角 α 和 π + α 的终边与单位

圆的交点横、纵坐标的绝对值相等、符号相反，因此：

sin(π + α) = − sinα, cos(π + α) = − cosα, tan(π + α) = tanα. (3.1)
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类似地考虑终边与 α 关于 x 轴的角 −α 和 y 轴对称的角 π − α，我们得到下面两组公式：

sin(−α) = − sinα, cos(−α) = cosα, tan(−α) = − tanα; (3.2)

sin(π − α) = sinα, cos(π − α) = − cosα, tan(π − α) = − tanα. (3.3)

其中公式3.3也可以通过用 −α 替换式3.1中的 α，再根据式3.2 得到.

对于终边与 α 关于直线 y = x 对称的角
π

2
− α，从图中可以看出角

π

2
− α 与 α 的终边与单位

圆的交点横纵坐标恰好互换，所以我们得到下面一组公式：

sin
(π
2
− α

)
= cosα, cos

(π
2
− α

)
= sinα, tan

(π
2
− α

)
=

1

tanα. (3.4)

如果角 α 满足 α 6= kπ 且 α 6= kπ +
π

2
, k ∈ Z，我们将角 α 的正切函数的倒数定义为角 α 的余

切函数，特别地，当 α = kπ +
π

2
, k ∈ Z 时，角 α 的余切函数值为 0，当 α = kπ, k ∈ Z 时，角 α

的余切函数值不存在，记作:

y = cotα, α ∈ R, α 6= kπ, k ∈ Z.

因此上述公式也常写成：

sin
(π
2
− α

)
= cosα, cos

(π
2
− α

)
= sinα, tan

(π
2
− α

)
= cotα. (3.5)

用 α 替换上述公式中的 −α，再根据式3.2，又可以得到一组公式：

sin
(π
2
+ α

)
= − cosα, cos

(π
2
+ α

)
= − sinα, tan

(π
2
+ α

)
= cotα. (3.6)

O

y

x
α

α+ 2π

图 3.11:

O

y

x

α

−α

π

2
− α

π − α

π + α

图 3.12:

有了3.1到3.6这几组公式，我们就可以计算很多除锐角范围内的特殊角以外的一些其他特殊角

的三角函数值了，这些公式都是基于单位圆的周期性和对称性得到的，上面几组公式俗称为诱导公

式.

上面的几组公式形式过于繁多，不便于记忆，应用起来也很不方便，为此我们给出诱导公式的

统一形式：
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定理 3.1.1 (诱导公式). 已知角 α，欲求角 k · π
2
±α, k ∈ Z 的三角函数值，我们有 “奇变偶不变，符

号看象限” 的规律. 具体操作如下：

(1) 当 k 为奇数时，k · π
2
±α 的函数值等于 α 的异名函数值 ( 正弦变余弦，余弦变正弦，正切

变余切 )，前面再加上一个把 α 看成锐角时待求函数值的符号.

(2) 当 k 为偶数时，k · π
2
± α 的函数值等于 α 的同名三角函数值，前面也加上把 α 看成锐角

时待求函数值的符号.

例如公式 sin
(
3π

2
+ α

)
= − cosα，由于 3π

2
+ α 中 k = 3，因此函数名改变，正弦变余弦；把

α 看成锐角，则
3π

2
+ α 转过 “一圈半”，是第四象限角，其正弦函数值为负，所以要在 cosα 前加

一个负号.

由此可见，我们只需按照(1) 根据 “奇变偶不变” 确定函数名 (2) 根据假设 α 为锐角，确定

k · π
2
± α 所在象限 (3) 确定待求函数的符号这几个步骤进行，就可以方便地应用诱导公式，也免去

了记忆上的麻烦.

利用诱导公式，我们可以计算几个常用特殊角的三角函数值：

sin 2π

3
= sin

(π
2
+

π

6

)
= cos π

6
=

√
3

2
, sin 5π

6
= sin

(
π − π

6

)
= sin π

6
=

1

2
,

cos 2π
3

= cos
(π
2
+

π

6

)
= − sin π

6
= −1

2
, cos 5π

6
= cos

(
π − π

6

)
= − cos π

6
= −

√
3

2
,

tan 2π

3
= tan

(π
2
+

π

6

)
= − cot π

6
= −

√
3, tan 5π

6
= tan

(
π − π

6

)
= − tan π

6
= −

√
3

3
.

例 3.3. (1)sin 1 · sin 2 · sin 3 · sin 4 的符号为 ( ).

(A) 正 (B) 负 (C) 0 (D) 不能确定

(2) 角 α 的终边过点 P (sin 2π

3
, cos 2π

3
)，则 tanα = .

(3) 已知函数 f(x) = a sin(πx+ φ) + b cos(πx+ θ) ( a, b, φ, θ 都是非零的常数 )，如果 f(2020) = 1，

则 f(2021) 的值为 .

(4) 已知函数 f(x), x ∈ R 满足 f(x + π) = f(x) + sinx. 当 0 ≤ x < π 时 f(x) = 0，则

f(
23π

6
) =( ).

(A) 1

2
(B)

√
3

2
(C) 0 (D) −1

2

解. (1)要判断三角函数值的符号，只要判断角所在的象限.0 < 1 <
π

2
，
π

2
< 2 < 3 < π，π < 4 <

3π

2
，

所以 1, 2, 3, 4 这四个角分别是第一，第二，第二和第三象限角，sin 1, sin 2, sin 3, sin 4 的符号分别为

正，正，正，负，所以原式的符号为负，选 B 项.

(2) 根据正切函数的定义及特殊角的三角函数值，tanα =
cos 2π

3

sin 2π
3

=
− 1

2√
3
2

= −
√
3

3
.

(3)f(2020) = a sin(2020π + φ) + b cos(2020π + θ) = a sinφ + b cos θ = 1，所以 f(2021) =

a sin(2021π + φ) + b cos(2021π + θ) = −a sinφ− b cos θ = −1.

(4)考虑到已知函数 f(x)在 [0, π)上是常数 0，因此反复利用题给函数性质将 f(
23π

6
)转化，再
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利用诱导公式求值：

f(
23π

6
) = f(

17π

6
) + sin 17π

6
= f(

11π

6
) + sin 17π

6
+ sin 11π

6

= f(
5π

6
) + sin 17π

6
+ sin 11π

6
+ sin 5π

6
= sin 17π

6
+ sin 11π

6
+ sin 5π

6

= 2 sin 5π

6
− sin π

6
= 2× 1

2
− 1

2
=

1

2

因此选 A 项. ♥

3.1.3 正、余弦函数的图像和性质

正弦函数是以 2π 为周期的周期函数，因此要研究其图像，只要画出 y = sinx, x ∈ [0, 2π] 的图

像，再不断地向左、向右平移 (每次平移 2π 单位长度)，就可以得到 y = sinx, x ∈ R 的图像.

根据正弦函数的定义，对于 [0, 2π] 上任取的一个值 x0，只需将点 A(1, 0) 在单位圆上绕着 O 旋

转 x0 弧度至点 B，那么点 B 的纵坐标 y0 = sinx0. 由此，(x0, y0) 就是函数图像上的点.

若把 x 轴上从 0 到 2π 的这一段分成 12 等份，使得 x0 的值分别取 0,
π

6
,
π

3
, . . . , 2π，它们所对

的角的终边与单位圆的交点也将圆周 12 等分，再按照上述方法描点，便可得到自变量取这些值时

对应的函数图像上的点，如图3.13所示.

x

y

O π

2

π 3π

2

2π

图 3.13:

如果我们让 x0 取到足够多的值，画出足够多的点并用光滑曲线把这些点连接起来，就可以得到

比较精确的 y = sinx, x ∈ [0, 2π] 的图像，进而得到 y = sinx, x ∈ R 的图像，它的图像是一条波浪

起伏的连续光滑曲线，如图3.14所示.

x

y

O

1

−1

−7π

2

−5π

2

−3π

2

3π

2

5π

2

7π

2

−4π −3π −2π 2π 3π 4ππ−π π

2
−π

2

y = sinx, x ∈ R

图 3.14:

对于函数 y = sinx, x ∈ [0, 2π] 的图像，可以发现其最高点是 (
π

2
, 1)，最低点是 (

3π

2
,−1)，与

x 轴的交点是 (0, 0), (π, 0), (2π, 0)，这五个点对图像的形状起到关键的作用，图像的形状就基本确定
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了. 描出这五个点后，再用光滑的曲线顺次连接它们，可以作出 y = sinx 的简图，我们将这种作图

方法称为五点法，五点法虽然精度不高，但是却包含了关于正弦函数图像的关键信息，因而可以用

来说明许多问题.

根据诱导公式，我们有：y = cosx = sin
(
x+

π

2

)
, x ∈ R. 可见，余弦函数 y = cosx, x ∈ R 的图

像可以由正弦函数的图像向左平移
π

2
个单位长度而得到，如图3.15中的实线所示.

x

y

O

1

−1

−7π

2

−5π

2

−3π

2

3π

2

5π

2

7π

2

−4π −3π −2π 2π 3π 4ππ−π π

2
−π

2

y = sinx, x ∈ Ry = cosx, x ∈ R

图 3.15:

同样，余弦函数在区间 [0, 2π] 上的图像也有对应的五点作图法，这里选定的五个点依次是

(0, 1), (
π

2
, 0), (π,−1), (

3π

2
, 0), (2π, 1).

观察正弦函数的图像，结合其定义和之前讨论过的问题，我们很自然地得到正弦函数具有如下

性质：

1◦ 有界性：y = sinx 的定义域为 R，值域为 [−1, 1]. 函数 y = sinx 是有界函数，且以 1 和 −1 为

上、下确界，同时也以 1 和 −1 为最大值和最小值. 三角函数的有界性是一个重要的特性.

2◦ 周期性：y = sinx 是一个周期函数，最小正周期 T = 2π.

3◦ 奇偶性，对称性：根据诱导公式 sin(−x) = − sinx，y = sinx, x ∈ R 是奇函数. 另外根据诱导公

式 sin(2kπ − x) = − sinx, k ∈ Z 可知 (kπ, 0), k ∈ Z 都是 y = sinx 的对称中心.

与此同理，根据诱导公式 sin[(2k + 1)π − x] = sinx 可知直线 x =
π

2
+ kπ 都是 y = sinx 的对称

轴.

4◦ 单调性：观察图像可知，y = sinx 的增区间是 [2kπ − π

2
, 2kπ +

π

2
], k ∈ Z，单调减区间是 [2kπ +

π

2
, 2kπ +

3π

2
], k ∈ Z. 这里要特别提醒读者注意，y = sinx 的单调区间是一个个分立的区间，对

于每一个 k，函数在这些区间上都单调，但是这些分立的区间并在一起显然就不单调了，因此我

们不能将 y = sinx 的单调增 (或减) 区间表示成集合 {x|2kπ − π

2
≤ x ≤ 2kπ +

π

2
, k ∈ Z}(或集

合 {x|2kπ +
π

2
≤ x ≤ 2kπ +

3π

2
, k ∈ Z}).

5◦ 零点，最值点：结合图像和单调性，y = sinx, x ∈ Z的零点是点 kπ, k ∈ Z，最大值点是 2kπ+
π

2
, k ∈

Z，最小值点是 2kπ +
3π

2
, k ∈ Z.

可见，函数 y = sinx 的零点恰好就是对称中心的横坐标，最值点恰好就是对称轴的横坐标.

6◦ 对于 ∀x ∈ (0,
π

2
)，不等式 tanx > x > sinx >

2

π
x 总是成立的，我们对此进行一个直观的解释1：

作图3.16，图中的圆为单位圆，根据三角函数的定义，AB = sinx，弧 AD 长
⌢

AD = x，CD =

1这里给出的说明并不严格，严格证明需要用到导数相关的知识，读者可以在学习了那部分知识后给出严格证明.
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tanx. 从直观上容易看出 sinx < x，另一方面，扇形 OAD 的面积小于三角形 OCD 的面积，即
1

2
x <

1

2
tanx. 这样，我们说明了对 ∀x ∈ (0,

π

2
)，有：

sinx < x < tanx.

我们作出 y = x, y = sinx, y =
2

π
在 (0,

π

2
) 上的图像3.17，从直观上可以看到在开区间 (0,

π

2
) 内，

y = x 在 y = sinx 上方，而 y = sinx 在 y =
2

π
上方，即：

2

π
x < sinx < x.

总之，对于 ∀x ∈ (0,
π

2
)，不等式 tanx > x > sinx >

2

π
x 总是成立的. 这是一个非常重要的不等

式，因为

sinx < x <
sinx
cosx

所以不等式也有时也写成

cosx <
sinx
x

< 1, 0 < x <
π

2
.

上面的式子对于 −π

2
< x < 0 的情况也成立，因为 cosx 和 sinx/x 都是偶函数 (参见余弦函数

奇偶性)，将 x 换成 −x 时函数值不变.

B
D

C
A

x

图 3.16:

O

y

x

y = x

y =
2

π
x

y = sinx

π

2

1

图 3.17:

余弦函数可以看成是由正弦函数平移变换得到的，观察余弦函数的图像，我们同样可以得到余

弦函数的性质：

1◦ 有界性：y = cosx 的定义域为 R，值域为 [−1, 1]. 与正弦函数一样，函数 y = cosx 是有界函数，

且以 1 和 −1 为上、下确界.

2◦ 周期性：y = cosx 是一个周期函数，最小正周期 T = 2π.

3◦ 奇偶性，对称性：根据诱导公式 cos(−x) = cosx，y = cosx, x ∈ R 是偶函数. 另外根据诱导公式

cos(2kπ − x) = cos(x), k ∈ Z 可知直线 x = kπ, k ∈ Z 都是 y = cosx 的对称轴.

与此同理，根据诱导公式 cos[(2k+ 1)π− x] = − cosx 可知点 (kπ +
π

2
, 0) 都是 y = cosx 的对称

中心.
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4◦ 单调性：观察图像可知，y = cosx 的增区间是 [2kπ, 2kπ + π], k ∈ Z，单调减区间是 [2kπ −

π, 2kπ], k ∈ Z. 同样，这里表示的含义也是一个个分立的区间，不能写成集合的形式.

5◦ 零点，最值点：结合图像和单调性，y = cosx, x ∈ Z 的零点是点 kπ +
π

2
, k ∈ Z，最大值点是

2kπ, k ∈ Z，最小值点是 2kπ + π, k ∈ Z.

可见，函数 y = cosx 的零点恰好就是对称中心的横坐标，最值点恰好就是对称轴的横坐标. 这

与正弦函数的规律相同，因为余弦函数是由正弦函数经平移变换得到的，因此余弦曲线的形状与

正弦曲线是相同的，当然具有相同的几何性质.

例 3.4. (1) 比较 sin 1，sin 2，sin 3，sin 4 四个值的大小.

(2) 求函数 y =

√
25− x2

1− log√
3

2

sinx 的定义域.

(3)若 x, y ∈ [−π

6
,
π

6
], a ∈ R，且满足


x3 + sinx− 3a = 0,

9y3 +
1

3
sin 3y + a = 0,

则 cos(x+ 3y) = .

(4)已知函数 f(x) = cosx, x ∈ (0,
π

2
)，且 α, β, γ ∈ (0,

π

2
)满足 f(α) = α, sin(f(β)) = β, f(sin γ) = γ，

试比较 α, β, γ 的大小.

解. (1) 考虑用诱导公式将作用对象都转化到正弦函数的单调区间内，再利用单调性进行比较：

sin 2 = sin(π − 2), sin 3 = sin(π − 3), sin 4 = sin(π − 4).

函数 y = sinx 在区间 [−π

2
,
π

2
] 递增，因为 −π

2
< π − 4 < π − 3 < 1 < π − 2 <

π

2
，所以

sin(π − 4) < sin(π − 3) < sin 1 < sin(π − 2)，即 sin 4 < sin 3 < sin 1 < sin 2.

(2) 要使表达式有意义，则分母不得零，偶次根号下非负，真数大于零，即
log√

3
2

sinx 6= 1,

25− x2 ≥ 0,

0 < sinx ≤ 1,

⇒


sinx 6=

√
3

2
,

−5 ≤ x ≤ 5,

0 < sinx ≤ 1.

作出函数 y = sinx的图像3.18，根据图像可直接看出上述不等式的解集为 [−5,−4

3
π)∪(−4

3
π,−π)∪

(0,
π

3
) ∪ (

π

3
,
2

3
π) ∪ (

2

3
π, π).

x

y

O

√
3

2

−5 −π π
−4

3
π

π

3
2π

3

图 3.18:

(3) 本题要求的 cos(x+ 3y) 令人摸不着头脑，不妨将条件变形为

x3 + sinx = 3a,

(3y)3 + sin 3y = −3a,
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构造函数 f(t) = t3 + sin t，则 f(x) = 3a = −f(3y). 又因为 f(t) 在 [−π

2
,
π

2
] 是单调递增的奇

函数，且 x, 3y ∈ [−π

2
,
π

2
]，所以 f(x) = −f(3y) = f(−3y)，进而 x = −3y，即 x + 3y = 0，所以

cos(x+ 3y) = 1.

评注 3.4.1. 这道例题巧妙地构造了函数，并利用函数的奇偶性解决了问题. 发现函数的对称性和奇

偶性，并从这些性质入手处理问题一种常见且有用的技巧.

(4) 根据题给条件显然无法直接比较这三个角的大小，要想利用余弦函数的单调性，必须对作

用对象进行转化. 考虑不等式 x > sinx, x ∈ (0,
π

2
)，因为 f(β) ∈ (0, 1), γ ∈ (0,

π

2
)，所以 β =

sin(f(β)) < f(β), sin γ < γ. 又因为 y = cosx 在 [0,
π

2
] 递减，所以 cos(sin γ) > cos γ，即 γ > f(γ).

构造函数 g(x) = x− f(x), x ∈ (0,
π

2
)，显然 g(x) 是增函数，而 g(α) = 0, g(β) < 0, g(γ) > 0，所以

β < α < γ.

事实上，这三个角的大致位置如图所示，也可以从直观上看出 β < α < γ. ♥

x

y

O

y = x

f(x) = cosx
α γβ

图 3.19:

例 3.5. (1) 设 θ ∈ [0, 2π]，若对任意 x ∈ [0, 1] 恒有 2x2 sin θ− 4x(1− x) cos θ+3(1− x)2 > 0，则 θ

的取值范围是 .

(2) 设函数 f(x) = x3 + x，若 0 ≤ θ ≤ π

2
时，f(m cos θ) + f(1−m) > 0 恒成立，则实数 m 的取值

范围是 .

(3) 方程 a(1− 2 sin2 x) + 3a sinx− 2 = 0 有且仅有两个解，求 a 的取值范围.

(4) 已知函数 f(x) = − cos2 x+ a cosx+
5

8
a− 1

2
在闭区间 [0,

π

2
] 上最大值为 1，求 a.

解. (1) 考虑将 sin θ 和 cos θ 看成参数，转化为二次函数问题进行处理. 设 f(x) = 2x2 sin θ −

4x(1 − x) cos θ + 3(1 − x)2，f(0) = 3 > 0 显然成立，当 x 6= 0 时，原不等式等价于 2 sin θ −

4
1− x

x
cos θ + 3(

1− x

x
)2 > 0 恒成立，令 t =

1− x

x
=

1

x
− 1 ∈ [0,+∞)，则进一步等价于 g(t) =

2 sin θ − 4 cos θt+ 3t2 > 0 恒成立，这是一个关于 t 的二次函数，其轴为 x =
2 cos θ

3
.

若轴不在区间内即
2 cos θ

3
< 0，θ ∈ (

π

2
,
3π

2
)，则 gmin(t) = g(0) = 2 sin θ > 0，所以 θ ∈ (

π

2
, π)；

若轴在区间内即 θ ∈ [0,
π

2
] ∪ [

3π

2
, 2π]，则只需 gmin(t) = g(

2 cos θ
3

) = −4

3
cos2 θ + 2 sin θ =

−4

3
sin2 θ + 2 sin θ − 4

3
> 0，结合 sin θ 的有界性，解得 1

2
< sin θ < 1，所以 θ ∈ (

π

6
,
π

2
].

综上所述，θ 的范围是 (
π

6
, π).
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(2)函数 f(x)是在 R上单调递增的奇函数，因为 f(m cos θ)+f(1−m) > 0，所以 f(m cos θ) >

−f(1 − m) = f(m − 1)，等价于 m cos θ > m − 1 对任意 θ ∈ [0,
π

2
] 恒成立. 令 t = cos θ ∈ [0, 1]，

则 g(t) = mt − m + 1 > 0 对任意 t ∈ [0, 1] 恒成立，这是一个关于 t 的一次函数，为此只需

g(0) = −m+ 1 > 0, g(1) = m−m+ 1 > 0，解得 m ∈ (−∞, 1).

(3) 令 u = sinx ∈ [0, 1]，原方程可化为 a(1 + 3u − 2u2) = 2，则 a 6= 0，进一步化为
2

a
=

−2u2 + 3u+ 1 = −2(u− 3

4
)2 +

17

8
.

先分析关于 u 的方程根的个数，作出 f(u) = −2(u − 3

4
)2 +

17

8
和直线 y =

2

a
的图像3.20可

知，当
2

a
∈ [1, 2) 或

2

a
=

17

8
时，两图像在 [0, 1] 范围内有唯一的公共点，根据复合方程根的个数的

相关结论，关于 x 的方程
2

a
= −2(sinx − 3

4
)2 +

17

8
在 [0, π] 内有且仅有两个解，此时 a 的范围为

(1, 2] ∪ {16
17

}.

u

y

O

1

2

y =
2

a

y =
2

a

3

4

1

图 3.20:

评注 3.5.1. 这道例题是关于三角函数的复合方程根的个数问题，处理思路也是按照(1) 确定外方程

的零点的个数和取值范围 (2) 再据此确定内层函数的 u 点的个数这两个步骤进行的，灵活运用数形

结合的方法可以较为快速和直观地将这些问题分析清楚.

(4) 令 t = cosx ∈ [0, 1]，则 y = f(t) = −t2 + at+
5

8
a− 1

2
= −(cosx− 1

2
)2 +

a2

4
+

5

8
a− 1

2
. 这

是关于 t 的二次函数，问题转化成二次函数闭区间最值问题.

若轴在区间内即 0 ≤ a

2
≤ 1，也即 0 ≤ a ≤ 2，则 fmax(t) = f(

a

2
) =

a2

4
+

5

8
a − 1

2
= 1，解得

a =
3

2
.

若轴不在区间内即 a > 2 或 a < 0，则 fmax(t) = max{f(0), f(1)} = max{5
8
− 1

2
,
13

8
a− 3

2
} = 1.

若 f(0) < f(1) 即 a > 2，则
13

8
a− 3

2
= 1，解得 a =

20

13
< 2，舍去.

若 f(1) < f(0) 即 a < 0，则
5

8
a− 1

2
= 1，解得 a =

12

5
> 0，舍去.

综上所述，a =
3

2
. ♥

评注 3.5.2. 这道例题的 (2)(3)(4) 这几个小问题都是关于三角函数的复合函数问题，解答这些问题

的关键就是抓住三角函数的有界性，从而确定新元的取值范围，再进行变更主元，从而将三角问题

转化为其他的问题.
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例 3.6. 函数 f(x) = sinx+ 2| sinx|, x ∈ [0, 2π] 的图像与直线 y = k 有且只有两个不同的交点，则

k 的取值范围是 .

解. 根据正弦函数的性质将 f(x) 化简得 f(x) =

3 sinx , x ∈ [0, π]

− sinx , x ∈ (π, 2π],

，作出图像3.21，容易看出

k 的范围是 k ∈ (1, 3). ♥

x

y

O

3

1

y = ky = k

图 3.21:

3.1.4 函数 y = A sin(ωx+ φ) 的图像和性质

正弦型函数是指形如 y = A sin(ωx+ φ) 的函数. 通常我们取 A > 0, ω > 0，这时我们称之为标

准的正弦型函数.

y = A sin(ωx+ φ)(A > 0, ω > 0) 可以由正弦函数 y = sinx 经过一系列的平移和伸缩变换后得

到，变换既可以是先伸缩后平移，也可以是先平移后伸缩：

1◦ (先伸缩后平移)

y = sinx 纵坐标伸长或缩短为−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
原来的 A 倍，横坐标不变

y = A sinx 横坐标伸长或缩短为−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
原来的

1

ω
倍，纵坐标不变

y = A sinωx

向左或向右平移−−−−−−−−−−−−−→
|φ
ω
| 个单位长度

y = A sin(ωx+ φ)

2◦ (先平移后伸缩)

y = sinx 向左或向右平移−−−−−−−−−−−−→
|φ| 个单位长度

y = sin(x+ φ)
横坐标伸长或缩短为−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

原来的
1

ω
倍，纵坐标不变

y = A sin(ωx+ φ)

纵坐标伸长或缩短为−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
原来的 A 倍，横坐标不变

y = A sin(ωx+ φ)

需要提醒读者注意的是，伸缩和平移变换都是针对自变量 x 而言的，而不是针对正弦函数 sin 的

作用对象而言的. 所以在进行图像变换时，一定要注意平移和伸缩的先后顺序，否则容易出错.
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将 y = A sin(ωx+ φ) 的图像作纵向的平移变换，可以得到 y = A sin(ωx+ φ) + b 的图像，有

时也将 y = A sin(ωx+ φ) + b 称为正弦型函数.

接下来我们讨论正弦型函数的参数 A,ω, φ 对函数性质的影响.

事实上，我们可以将正弦型函数 y = A sin(ωx+ φ) 理解为一个复合函数，其中内层函数 u =

ωx + φ 是一个关于 x 的一次函数. 我们将内层函数 ωx + φ 称为 x 处的相位，简称为相位. 因为相

位是 sin 函数的作用对象，所以我们在研究正弦型函数时，常常需要先求出某点处的相位.

参数 φ 就是 0 处的相位，因此我们将参数 φ 称为初相，初相决定了正弦型函数在 0 处的函数

值是 A sinφ.

A 是正弦型函数的纵向伸缩系数，显然它会影响函数的最大值和最小值，因而也会影响函数的

值域. 我们将参数 A 称为振幅，当我们取 A > 0 时，y = A sin(ωx+ φ) 的最大值为 A，最小值为

−A，值域为 [−A,A].
1

ω
是正弦型函数的横向伸缩系数，显然它会影响函数的周期. 函数 y = sinx 的最小正周期是

2π，因为我们将横坐标伸缩为原来的
1

ω
(取 ω > 0)，所以周期相应地也会伸缩为原来的 1

ω
倍，即正

弦型函数的最小正周期 T =
2π

ω
，这是正弦型函数的最小正周期的计算公式.

当我们取 A > 0, ω > 0时，我们同样可以通过五个关键点作出正弦型函数 y = A sin(ωx+ φ)+b

在一个周期内的简图. 我们取相位等于 0,
π

2
, π,

3π

2
, 2π，相应地可以得到对应的 x 值和函数值，列表

如下：

表 3.2: 五点法作出正弦型函数在一个周期内的图像

ωx+ φ 0
π

2
π

3π

2
2π

x −φ

ω

π
2
− φ

ω

π − φ

ω

3π
2
− φ

ω

2π − φ

ω

A sin(ωx+ φ) b b+A b b−A b

y = b

A

−A

1

4
T =

π

2ω

y = A sin(ωx+ φ) + b

图 3.22:

五点作图法作出的图像包含了很多信息.例如通过最大值和最小值之差可以得到参数A =
fmax(x)− fmin(x)

2
，

通过最大值和最小值之和可以得到参数 b =
fmax(x) + fmin(x)

2
，通过某两个特殊点之间的横向距离，

再根据比例可以确定周期 T，进而得到参数 ω =
2π

T
，等等.
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事实上在五点法中，我们只需作出 “第一段” 的图像 (“第一点” 和 “第二点” 之间的图像)，然

后由对称性就可以对应画出整个周期内的图像. 在第一段内，关键要把握好几个特殊点和相应比例，

如下图所示：

T

12

T

8

T

6

T

4

A
2

√
2
2
A

√
3
2
A
A

图 3.23:

前已讨论，正弦型函数是由正弦函数 y = sinx 经平移和伸缩变换得到的，因此某两个特殊点之

间的横向距离与周期的比例不变，而某两个特殊点之间的纵向距离与振幅的比例也不变，结合这一

事实，我们很容易理解图3.23.

例 3.7. (1) 把函数 y = f(x) 图像上所有点的横坐标缩短到原来的
1

2
倍，纵坐标不变，再把所得曲

线向右平移
π

3
个单位长度，得到函数 y = sin

(
x− π

4

)
的图像，则 f(x) =( ).

(A) sin
(
x

2
− 7

12

)
(B) sin

(
x

2
+

1

12

)
(C) sin

(
2x− 7

12

)
(D) sin

(
2x+

1

12

)
(2) 设函数 f(x) = cos

(
ωx+

π

6

)
的图像大致如下图，则 f(x) 的最小正周期为 ( ).

(A) 10π

9
(B) 7π

6
(C) 4π

3
(D)

3π

2

x

y

O−π
−4π

9

π

(3) 函数 f(x) = 2 sin(ωx+ φ), ω > 0, 0 < φ < π 的图像如下图所示，求 ω 和 φ.

x

y

O

−2

−1

1

2

− π
24

5π

24
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解. (1) 有两种理解问题的方案：

法一：从函数 f(x)出发，先伸缩，后平移得到 y = f(2(x− π

3
))，即 f(2(x− π

3
)) = sin

(
x− π

4

)
.

令 u = 2(x − π

3
)，则 x =

1

2
u +

π

3
, x − π

4
=

1

2
u +

π

12
. 所以 f(u) = sin

(
1

2
u+

π

12

)
，所以 f(x) =

sin
(
1

2
x+

π

12

)
.

法二：从已知函数 y = sin
(
x− π

4

)
逆向变换，直接得到 f(x). 由题意可知，f(x) 可以由函数

y = sin
(
x− π

4

)
先向左平移

π

3
个单位长度，再将图像上所有点的横坐标伸长到原来的 2 倍得到，

即 f(x) = sin
(x
2
+

π

12

)
.

(2) 观察图像可知，−4

9
π 处的相位等于 2kπ +

3π

2
, k ∈ Z，所以 −4

9
πω +

π

6
= 2kπ +

3π

2
，解

得 ω = −9

2
k − 3. 又根据图像可得函数的最小正周期满足 π < T < 2π，即 π <

2π

|ω|
< 2π，所以

1 < |ω| < 2，而满足条件的 k 有且仅有 k = −1，所以 ω =
3

2
，T =

2π

ω
=

4π

3
.

事实上，由于本题中的函数虽然表达式含有余弦，但是根据诱导公式，也可以理解成正弦型函数，

且振幅为 1，因此可以看成是由 y = sinx经过平移和横向伸缩变换得到的.因为 f(0) = cos π
6
=

√
3

2
，

且根据图像，结合 y = sinx 的图像可知 0 处的相位所对应的角与
2π

3
终边相同，而 −4π

9
处所对应

的角与 0 的终边相同. 由于横向伸缩变换不改变比例，所以 4π

9
= T ×

2π
3

2π
=

1

3
T，所以 T =

4π

3
. ♥

评注 3.7.1. 本题的第一种方法是解决正弦型函数的图像问题的通法，即通过观察图像直接得到某些

参数的值，或是根据图像先得出某些特殊点处的相位，再解出参数的值. 而第二种方法较为快捷，关

键是要理解正弦型函数是由正弦函数经过平移和伸缩变换得到的，而伸缩变换前后，某两个特殊点

之间的横向距离与周期的比例不变，而某两个特殊点之间的纵向距离与振幅的比例也不变.

(3) 由图像可知周期为 T = 2 × (
5π

24
− (− π

24
)) =

π

2
，所以 ω = 4，而根据最高点处的相位等于

2kπ +
π

2
, k ∈ Z 可知 4 × (− π

24
) + φ = 2kπ +

π

2
，解得 φ = 2kπ +

2π

3
，又因为 φ ∈ (0, π)，所以

φ =
2π

3
.

观察正弦型函数的图像，我们可以讨论 y = A sin(ωx+ φ) + b, A > 0, ω > 0 的性质：

1◦ 定义域，值域：y = A sin(ωx+ φ) + b 的定义域为 R，值域为 [b−A, b+A].

2◦ 周期性：y = A sin(ωx+ φ) + b 是一个周期函数，最小正周期 T =
2π

ω
.

3◦ 对称性：因为正弦型函数是由函数 y = sinx经过平移和伸缩变换得到的，所以欲求出对称中心或

对称轴的横坐标，只需令相位等于正弦函数 y = sinx的对称中心或对称轴的横坐标，再解出 x即

可.例如对称中心横坐标由方程 ωx+φ = kπ, k ∈ Z求出，对称轴方程由 ωx+φ = kπ+
π

2
, k ∈ Z

求出.

奇偶性是对称性的特殊情况，要判断正弦型函数是否具有奇偶性只需验证原点或 y 轴是不是对

称中心或对称轴. 初相 φ = kπ 且 b = 0 时，为奇函数；φ = kπ +
π

2
时，为偶函数. 事实上正弦

型函数是奇函数或偶函数的前提是初相 φ 为轴线角.

4◦ 单调性：研究正弦型函数的单调性时应把函数 y = A sin(ωx+ φ)+b看成是一个复合函数.因为内

层函数 ωx+φ具有确定的单调性，根据复合函数单调性的 “同增异减”结论，如果取 A > 0, ω > 0，
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因为内层函数递增，所以复合函数在相关区间的单调性与外层函数在对应区间单调性相同. 由此，

我们只需将相位 ωx+ φ 放进正弦函数 y = sinx 的单调增 (或减) 区间，解出 x 的范围就是正弦

型函数的增 (或减区间). 例如由 −π

2
+ 2kπ ≤ ωx+ φ ≤ π

2
+ 2kπ, k ∈ Z 解得 x 范围是单调增区

间；而由
π

2
+ 2kπ ≤ ωx+ φ ≤ 3π

2
+ 2kπ, k ∈ Z 解得 x 范围是单调减区间.

对于 A 和 ω 取其他符号的情况，则需要根据复合函数的单调性结论进行转化求解，也可以用诱

导公式先化成标准形式再求解.

例 3.8. 求函数 y = 4 sin
(
−2x+

2π

3

)
+ 1 的单调增区间.

解. 先化成 A > 0, ω > 0 的标准形式：y = 4 sin
(
−2x+

2π

3

)
+ 1 = −4 sin

(
2x− 2π

3

)
+ 1 =

4 sin
(
2x+

π

3

)
+ 1，

由 2kπ − π

2
≤ 2x+

π

3
≤ 2kπ +

π

2
, k ∈ Z，解得 x ∈ [kπ − 5

12
π, kπ +

1

12
π], k ∈ Z，这就是单调增

区间.

另解：根据复合函数单调性的结论，因为内层函数递减，所以欲求 y = 4 sin
(
−2x+

2π

3

)
+1的单

调增区间，只需将相位放在正弦函数 y = sinx 的单调减区间，即 2kπ+
π

2
≤ −2x+

2π

3
≤ 2kπ+

3π

2
, k ∈ Z，解得 x ∈ [−kπ− 5

12
π,−kπ+

1

12
π], k ∈ Z，即单调增区间为 [kπ− 5

12
π, kπ+

1

12
π], k ∈ Z.

♥

5◦ 与直线 y = b的交点，最值点：b是纵向平移量，方程 A sin(ωx+ φ)+b = b等价于 A sin(ωx+ φ) =

0，即求 y = A sin(ωx+ φ) 的零点，为此只需解方程 ωx+ φ = kπ, k ∈ Z，注意到正弦型函数与

y = b 的交点都是对称中心，这与正弦函数的相关规律是相同的，这是由于正弦型函数是由正弦

函数经平移和伸缩变换得到的.与此同理，当 ωx+φ = 2kπ+
π

2
, k ∈ Z时，函数 y = A sin(ωx+ φ)

取得最大值 b+A，当 ωx+φ = 2kπ+
3π

2
, k ∈ Z 时，函数 y = A sin(ωx+ φ) 取得最小值 b−A，

而最值点都是对称中心的横坐标.

类比研究 y = A sin(ωx+ φ)的方法，我们同样可以把相位看成整体类比研究 y = A cos(ωx+ φ)

的性质. 当然也可以用诱导公式化成正弦型函数，从而转化为研究正弦型函数的性质.

例 3.9. (1) 已知 ω > 0, 0 < φ < π，直线 x =
π

4
和 x =

5π

4
是函数 f(x) = sin(ωx+ φ) 图像的两

条相邻对称轴，则 φ =( ).

(A) π

4
(B) π

3
(C) π

2
(D)

3π

4
(2) 已知函数 f(x) = A cos(ωx+ φ), A > 0, ω > 0, |φ| < π

2
，两个等式：f(−π

4
+x)− f(−π

4
−x) = 0，

f(
π

4
−x)+f(

π

4
+x) = 0对任意实数 x均成立，且 f(x)在 (0,

3

16
)上单调，则 ω的值为 ( ).

(A) 1 (B) 2 (C) 3 (D) 4

(3) 已知函数 f(x) = sin(ωx+ φ), ω > 0, |φ| ≤ π

2
，x = −π

4
为 f(x) 的零点，x =

π

4
为 f(x) 图像的

对称轴，且 f(x) 在 (
π

8
,
5π

36
) 上单调，则 ω 的最大值为 ( ).
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(A) 11 (B) 9 (C) 7 (D) 5

(4) 已知函数 f(x) = 2 sin(ωx+ φ), ω > 0, |φ| < π

2
的图象与直线 y = 1 的所有交点中，最近的两点

间距离为
π

3
，且函数 f(x− π

3
) 是奇函数．若设 a = f(

2π

3
)，b = f(

π

2
)，试比较 a, b 的大小关系.

解.(1) 根据正弦型函数的图像特点，相邻两对称轴之间的距离等于最小正周期 T 的一半，所以 T =

2(
5π

4
− π

4
) = 2π，ω =

2π

2π
= 1.将 π

4
处的相位

π

4
+φ代入对称轴方程 kπ+

π

2
，得 φ = kπ+

π

4
, k ∈ Z，

因为 ω ∈ (0, π)，所以 ω =
π

4
.

(2) 根据题意，x = −π

4
是一条对称轴，所以 (

π

4
, 0) 是函数的一个零点. 根据正弦型函数的图

像特点，对称轴与零点之间的距离等于
T

4
+ kT, k ∈ Z，所以

π

2
= kT + Z，因为 T =

2π

ω
，所以

ω = 2k + 1(或将两个位置处的相位分别代入对称轴和零点方程，两式相减得到 ω = 2k + 1, k ∈ Z).

因为函数在 (0,
3π

16
) 单调，等价于在开区间 (0,

3π

16
) 上不存在最值点，其必要条件为区间长度不

大于周期的一半 (否则，至少包含一个最值点，从而不单调)，即 3π

16
≤ π

ω
，即 ω ≤ 16

3
. 根据题意，

只需验证 ω = 3 和 ω = 1 这两个情况的充分性.

如果 ω = 3，因为 (
π

4
, 0) 是一个零点，将该处的相位代入零点方程得到

3π

4
+ φ = kπ +

π

2
，解

得 φ = kπ− π

4
, k ∈ Z. 因为 |φ| < π

2
，所以 φ = −π

4
. 而当 x ∈ (0,

3

16
)，相位的范围是 (−π

4
,
5π

16
)，由

此可知函数在该区间内存在最值点，从而不符合题意.

观察选项，出于对命题者的信任他应该不会出错题，故选 A 项.下面验证 ω = 1，同样将
π

4
处

的相位代入零点方程，解得 φ =
π

4
，而容易验证 (验证过程留给读者) 函数 y = A cos

(
x+

π

4

)
在区

间 (0,
3

16
) 不存在最值点，所以 ω = 1 符合题意，选 A 项.

(3) 与第二小问同理，根据正弦型函数图像的特点得到 ω = 2k + 1, k ∈ Z.(π
8
,
5π

36
) 是 f(x) 的

单调区间，等价于在这个区间上 f(x) 没有最值点，其必要条件为区间长度不大于周期的一半，即
π

12
≤ T

2
=

π

ω
，解得 ω ≤ 12. 根据题意，欲求 ω 的最大值，只需按照从大到小的顺序对不大于 12 的

正奇数逐个验证其充分性即可.

如果 ω = 11，与第二小问同理可以解得 φ = −π

4
，此时函数在区间 (

π

8
,
5π

36
) 不单调，不符合题

意.

如果 ω = 9，同理解得 φ =
π

4
，此时函数在区间 (

π

8
,
5π

36
) 单调，符合题意.

所以符合题意的 ω 最大为 9.

(4) 根据正弦型函数的图像特点，纵坐标与振幅的比例为
1

2
的所有点中，最近的距离等于周期

的
1

3
，所以周期 T = 3，ω = 2(或代入相位等于 2kπ +

π

6
和 2kπ +

5π

6
，解出 ω 的值).f(x − π

3
) =

2 sin
(
2x− 2π

3
+ φ

)
，因为它是奇函数，所以初相 φ− 2π

3
= kπ, k ∈ Z，满足题意的 φ = −π

3
. 所以

f(x) = 2 sin
(
2x− π

3

)
，所以 f(

2π

3
) = 0, f(

π

2
) =

√
3. 所以 a < b. ♥

评注 3.9.1. 解答正弦型函数问题时，要尤其关注相位，因为相位时作为内层函数出现的，在研究单

调性、对称性和最值问题时，应当将相位看成整体.
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3.1.5 正切函数的图像和性质

根据任意角的正切函数的定义，正切函数是以 π 为周期的函数，且根据诱导公式 tan(−x) =

− tanx 可知 tanx 是奇函数，由此，我们只需画出 y = tanx 在 [0,
π

2
) 的图像，再根据对称性和周

期性进行延拓.

与正弦函数类似，为了画出 y = tanx 在 [0,
π

2
) 的图像，我们可以利用单位圆和正切线，分别

让 x 取 0,
π

6
,
π

4
,
π

3
，画出图像如图3.24：

x

y

O

图 3.24:

根据周期性和对称性进行延拓，我们得到正切函数 y = tanx, x ∈ R, x 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z，如

图3.25所示：

x

y

O−π π−2π 2π

−5π

2
−3π

2
−π

2

π

2

5π

2

3π

2

图 3.25:

由图像可知，正切函数是被由相互平行的直线 x = kπ +
π

2
, k ∈ Z 隔开的无穷多支曲线组成的，

这些直线是正切函数图像的各支曲线的渐近线，相应地，当 x 从左侧趋近于 kπ +
π

2
时，正切函数
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值 tanx 趋向正无穷，当 x 从右侧趋近于 kπ +
π

2
时，正切函数值 tanx 趋向负无穷.

正切函数的性质总结如下：

1◦ 定义域，值域：y = tanx 的定义域是 x ∈ R, x 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z，值域为 R.

2◦ 对称性：根据诱导公式 tan(kπ − x) = − tanx, k ∈ Z 可知，y = tanx 的对称中心为 (
kπ

2
, 0). 这

里要提醒读者注意正切函数的对称中心不一定在正切曲线上，例如 (
π

2
, 0) 是 y = tanx 的对称中

心，但是 y = tanx 在 π

2
处是没有定义的.

特别地，原点是正切函数的对称中心，所以正切函数是一个奇函数.

正切函数并不具有轴对称性.

3◦ 周期性：正切函数的最小正周期为 π.

4◦ 单调性：正切函数在每一个开区间 (−π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ), k ∈ Z 都是增加的. 同样，这里也不能说

正切函数在整个定义域上是增加的.

5◦ 正切函数是在定义域上既没有最值，也没有界.

6◦ 对于 ∀x ∈ (0,
π

2
)，不等式 tanx > x > sinx 总成立 (前已讨论). 对 ∀x ∈ (0,

π

4
)，不等式

4

π
x > tanx > x > sinx 总成立. 作出图像3.26，从直观上可以看出，y =

4

π
是 y = tanx 的一条

割线，在区间 (0,
π

4
) 上，y = tanx 的图像总是在 y =

4

π
x 下方.

x

y

O π
4

1

y = tanx

y =
4

π
x

y = x

图 3.26:

例 3.10. (1) 设 0 < a < 1, 0 < θ <
π

4
, x = (sin θ)loga sin θ, y = (cos θ)loga tan θ，则 x, y 的大小关系为

.

(2) 当 θ ∈ (
2π

3
,
4π

5
) 时，求 tan θ + cot θ 的范围.

解. 根据正弦函数和余弦函数的图像可知，当 θ ∈ (0,
π

4
) 时 cos θ > sin θ，再结合重要不等式可知

1 > tan θ > sin θ. 因为 0 < a < 1，所以 loga x 是减函数，所以 loga sin θ > loga tan θ > 0.

所以 x = (sin θ)loga sin θ < (sin θ)loga tan θ < (cos θ)loga tan θ = y.
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(2) 令 tan θ = t，注意到 tanx 在 (
π

2
, π) 上递增，所以 t ∈ (−

√
3, tan 4π

5
). 从而 tan θ+ cot θ =

t+
1

t
, t ∈ (−

√
3, tan 4π

5
)，记为 f(t).

根据对勾函数的性质，f(t) 在 (−
√
3,−1] 递增，在 (−1, tan 4π

5
) 递减，且 f(−

√
3

3
) = f(−

√
3)，

因为 tan 4π

5
< tan 5π

6
< −

√
3

3
，所以 f(tan 4π

5
) > f(−

√
3

3
) = f(−

√
3).

综上，f(t) ∈ (f(−
√
3), f(−1)] = (−4

√
3

3
,−2]. ♥

习题 3.1

1. 函数 f(x) =
√
3 sin

(
2x− π

4

)
在 x =

43π

24
处的值是 .

2. 若 x、y ∈ [−π

4
,
π

4
]，a ∈ R，且 x3 + sinx− 2a = 0，4y3 +

1

2
sin 2y + a = 0，则 cos(x+ 2y) 的值

为 .

3. 方程 2| sinx|1+ln 2 = 1 + | sinx| 的解集为 .

4. 实数 x、y 满足

2x+ sin y = 2014,

2x+ 2014 cos y = 2013,

(0 ≤ y ≤ π

2
)，则 x+ 2y= .

5. 设 f(x)是定义在 R上的函数，满足 |f(x)+cos2 x| ≤ 3

4
，|f(x)−sin2 x| ≤ 1

4
，则函数 f(x)= .

6. 函数 y = tan(ωx)(ω > 0) 与直线 y = a 相交于 A,B 两点，且 |AB| 最小值为 π，则函数

f(x) =
√
3 sinωx− cosωx 的单调增区间是 .

7. 设 f(x) = cos(ωx) 的最小正周期为 6, 则 f(1) + f(2) + · · ·+ f(2018) 的值是 .

8. 设函数 f(x) = M sin(ωx+ φ)(M 6= 0, ω > 0,−π

2
< φ <

π

2
) 的图像关于直线 x =

2π

3
对称，其周

期为 π. 则下列说法正确的有 .

(A) f(x) 的图像过点 (0,
1

2
)

(B) f(x) 在区间 [
π

12
,
2π

3
] 内为减函数

(C) f(x) 的一个对称中心 (
5π

12
, 0)

(D) f(x) 的最大值为 M .

9. 如果函数 y = 2 sin(2x+ φ) 的图像关于点 (
2π

3
, 0) 中心对称，那么 |φ| 的最小值为 .

10. 某旅游区每年各个月接待游客的人数近似地满足周期性规律，即第 n 个月从事旅游服务工作的

人数 f(n) 可近似地用函数 f(n) = 100[A cos(ωn+ α) + k] 来刻画，其中正整数 n 表示月份且

n ∈ N∗，例如 n = 1 表示 1 月份，A 和 k 是正整数，ω > 0，α ∈ (
π

2
, π)．统计发现，该地区每年

各个月份从事旅游服务工作的人数有以下规律：

(1) 每年相同的月份，该地区从事旅游服务工作的人数基本相同；

(2) 该地区从事旅游服务工作的人数最多的 8 月份和最少的 2 月份相差约 400 人；

(3)2 月份该地区从事旅游服务工作的人数约为 100 人，随后逐月递增直到 8 月份达到最多．
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(1) 试根据已知信息，确定一个符合条件的 f(n) 的表达式；

(2) 一般地，当该地区从事旅游服务工作的人数在 400或 400以上时，该地区也进入了一年中的

旅游“旺季”，那么，一年中的哪几个月是该地区的旅游“旺季”？请说明理由．

3.2
三角恒等变形

前面我们学习了诱导公式，利用它们对三角函数式进行了恒等变形，从而解决了化简、求值等

相关问题. 这种利用公式对三角函数式进行的恒等变形就是三角恒等变形.

观察诱导公式的形式，可以发现它们都是特殊角 (即 π

2
的整数倍

kπ

2
) 和任意角 α 的和或差的

三角函数值与 α的三角函数值的关系，那么如果把这个特殊角换成任意角 β，任意角 α和 β 的和与

差的三角函数值与 α,β 的三角函数值又会有怎样的关系呢？这是我们在这一节内主要解决的问题.

在讨论两角和与差的三角函数问题之前，我们先来讨论同角三角函数的基本关系.

3.2.1 同角三角函数的基本关系

根据三角函数的定义，三角函数值都是由角的终边与单位圆的交点所唯一确定的，所以终边相

同的角的三角函数值之间一定有内在联系. 又因为终边相同的角的各三角函数值相等，所以我们只

需讨论同一个角的三角函数值之间的关系.

观察图3.9，在直角三角形 OMP 中，OM2 +MP 2 = 1，即

sin2 α+ cos2 α = 1.

显然，当 α 为轴线角时，上式也成立. 同一个角 α 的正弦和余弦的平方和为 1，这是一个重要

的恒等式，我们通常将这个恒等式称为平方关系.

根据三角函数的定义，当 α 6= kπ +
π

2
, k ∈ Z 时，有

tanα =
sinα
cosα.

我们通常将这个恒等式称为商数关系，利用这个关系式可以实现弦切互化. 由平方关系和商数

关系，我们立刻得到下面的恒等式：

1

cos2 α − tan2 α = 1.

这个恒等式中只包含余弦和正切函数，有时使用起来会稍微方便一些.

例 3.11. (1) 已知 tanα = 2，求
2 sinα− 3 cosα
4 sinα− 9 cosα ,2 sin

2 α− 3 cos2 α
4 sin2 α− 9 cos2 α

,4 sin2 α−3 sinα cosα−5 cos2 α

的值.

(2) 已知 2 cos2 α− 3 sinα cosα =
9

10
，求 tanα.

(3) 已知 3 sinα+ cosα = 0，求
1

cos2 α+ 2 sinα cosα .

(4) 已知 sinα+ cosα =
1

5
，则 | sinα− cosα|= .
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(5) 设 t ∈ [0, 2π)，并且满足 (1 + sin t)(1 + cos t) = 5

4
+

√
6

2
，则 sin t+ cos t 的值为 .

(6) 已知
1

sin θ +
1

cos θ =
35

12
, θ ∈ (0,

π

2
)，求 tan θ.

解. (1)tanα =
sinα
cosα = 2，可见 tanα 是 sinα,cosα 两个变量的商变量. 而前两个式子都是 sinα 和

cosα 的齐次分式，即分子，分母各项的幂次均相等.

一般地，所谓 f(x, y) 是齐次分式，是指该分式具有如下特点：对于任意的 t 6= 0，f(tx, ty) =

f(x, y) 都成立. 可以证明，f(x, y) 是齐次分式，等价于 f(x, y) 可以写成
y

x
的函数 h(

y

x
)，即所有的

齐次分式都可以表示为商变量
y

x
的函数.

例如 f(x, y) =
y2

x
+ 2y

2x− 7y
是一个齐次分式，它的分子、分母都是一次齐次式. 分子、分母同时除

以 x，即可改写成商变量的函数：

f(x, y) = h(
y

x
) =

( y
x
)2 + 2( y

x
)

2− 7 y
x

.

因此在本题中，前两个式子都可以写成 h(tanα) 的形式，将 tanα = 2 代入即可解决问题：

2 sinα− 3 cosα
4 sinα− 9 cosα

分子、分母同时除以 cos α
===============

2 tanα− 3

4 tanα− 9
=

2× 2− 3

4× 2− 9
= −1.

2 sin2 α− 3 cos2 α
4 sin2 α− 9 cos2 α

分子、分母同时除以 cos2 α
================

2 tan2 −3

4 tan2 −9
=

2× 4− 3

4× 4− 9
=

5

7
.

第三个式子是二次齐次式，考虑到平方关系 sin2 + cos2 = 1，可以将分母的 “1” 代换为二次齐

次式，从而转化为齐次分式，与前两问同样处理：

4 sin2 α− 3 sinα cosα− 5 cos2 α =
4 sin2 α− 3 sinα cosα− 5 cos2 α

1

=
4 tan2 α− 3 tanα− 5

tan2 α+ 1
=

4× 4− 3× 2− 5

4 + 1
= 1.

(2) 利用 “1” 的代换，将二次齐次式变形成齐次分式，从而将原等式转化为 tanα 的方程：

2 cos2 α− 3 sinα cosα =
2 cos2 −3 sinα cosα

sin2 α+ cos2 α
=

2− 3 tanα
tan2 α+ 1

=
9

10

整理得 9 tan2 α + 30 tanα − 11 = 0，这是一个关于 tanα 的二次方程，解得 tanα =
1

3
或

tanα = −11

3
.

(3) 由 3 sinα + cosα = 0 可得 tanα = −1

3
. 与第二问相同，利用平方关系代换分子的 “1”，变

换为齐次分式，从而将原等式表成 tanα 的函数，代入求值即可：

1

cos2 α+ 2 sinα cosα =
sin2 α+ cos2 α

cos2 +2 sinα cosα =
tan2 α+ 1

1 + 2 tanα =
10

3
.

(4) 两边同时平方，并根据平方关系得：

sinα + cos2 α+ 2 sinα cosα = 1 + 2 sinα cosα =
1

25
⇒ sinα cosα = −12

25

而 (sinα− cosα)2 = sin2 α+ cos2 α− 2 sinα cosα = 1+2× 12

25
=

49

25
，所以 | sinα− cosα| = 7

5
.
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评注 3.11.1. 利用平方关系，我们可以得到 | sin θ± cos θ| 与 sin θ cos θ 之间的关系，知道其中一个

就可以求出其余的两个. 如果要去掉绝对值，则需要根据 θ 的范围来确定 sin θ ± cos θ 的符号.

(5) 由条件可知 sin t cos t + sin t + cos t + 1 =

√
6

2
+

5

4
，再根据平方关系可得 (sin t + cos t)2 =

1 + 2 sin t cos t，代入并整理得

(sin t+ cos t)2 + 2(sin t+ cos t) + 1 =
√
6 +

5

2
⇒ (sin t+ cos t+ 1)2 = (

√
6 + 2

2
)2.

解得 sin t+ cos t =
√
6

2
或 −

√
6

2
− 2，根据 sin t 和 cos t 有界性可知 sin t+ cos t =

√
6

2
.

(6) 根据条件可知 12(sin θ+ cos θ) = 35 sin θ cos θ，又因为 (sin θ+ cos θ)2 = 1+2 sin θ cos θ，代

入并整理得

35(sin θ + cos θ)2 − 24(sin θ + cos θ)− 35 = 0

解得 sin θ+ cos θ =
7

5
或 −5

7
，又因为 θ ∈ (0,

π

2
)，所以 sin θ+ cos θ =

7

5
，所以 sin θ cos θ =

12

25
，

所以：
sin θ cos θ

sin2 α+ cos2 α
=

tanα
tan2 α+ 1

=
12

25

解得 tan θ =
3

4
或

4

3
. ♥

3.2.2 两角和与差的三角函数，辅助角公式

下面，我们来探讨 cos(α− β) 与角 α 和 β 的正弦、余弦之间的关系：

不妨令 α 6= 2kπ + β, k ∈ Z，作角 α, β, α− β，它们的终边分别与单位圆交于 P1(cosα, sinα),

A1(cosβ, sinβ), P (cos(α− β), sin(α− β))，如图3.27.

O

y

x

α

β

α− β

A(1, 0)

P

A1

P1

图 3.27:

根据圆的旋转对称性，
⌢

AP 和
⌢

A1P1 的弧度相等，它们所对的弦长也相等，即 |AP | = |A1P1|，

根据两点间的距离公式，可得

[cos(α− β)− 1]2 + sin2(α− β) = (cosα− cosβ)2 + (sinα− sinβ)2,
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化简得

cos(α− β) = cosα cosβ + sinα sinβ.

显然当 α = β + 2kπ, k ∈ Z 时，上式同样成立，所以对于任意角 α, β，有关两角之差的余弦值，

我们有两角差的余弦公式，简记为 Cα−β：

cos(α− β) = cosα cosβ + sinα sinβ. (Cα−β)

用 β 替换Cα−β中的 −β，因为 cos(−β) = cosβ, sin(−β) = − sinβ，所以我们有 cos(α+ β) =

cosα cos(−β) + sinα sin(−β) = cosα cosβ − sinα sinβ.

这样，我们得到了两角和的余弦公式，简记为 Cα+β：

cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ. (Cα+β)

运用Cα+β和Cα−β，结合诱导公式，有 sin(α+ β) = cos
(π
2
− α− β

)
= cos

(π
2
− α

)
cosβ +

sin
(π
2
− α

)
sinβ = sinα cosβ + cosα sinβ；sin(α− β) = cos

(π
2
− α+ β

)
= cos

(π
2
− α

)
cosβ −

sin
(π
2
− α

)
sinβ = sinα cosβ − cosα sinβ.

这样，我们得到了两角和与差的正弦公式，简记为 Sα+β 和 Sα−β：

sin(α+ β) = sinα cosβ + cosα sinβ. (Sα+β)

sin(α− β) = sinα cosβ − cosα sinβ. (Sα−β)

根据商数关系，我们立刻得到两角差的正切公式：

tan(α− β) =
sin(α− β)

cos(α− β)
=

sinα cosβ − cosα sinβ
cosα cosβ + sinα sinβ =

tanα− tanβ
1 + tanα tanβ .

用 β替换上述公式中的−β，并注意到 tan(−β) = − tanβ，我们得到两角和的正切公式：tan(α+ β) =
tanα+ tanβ
1− tanα tanβ .

我们将两角和与差的正切公式简记为 Tα+β 和 Tα−β：

tan(α+ β) =
tanα+ tanβ
1− tanα tanβ . (Tα+β)

tan(α− β) =
tanα− tanβ
1 + tanα tanβ . (Tα−β)

两角和与差的正余弦、正切公式的形式具有规律性，记忆起来很方便，读者可以从自己的角度

寻找其中的规律来帮助记忆，并做到熟练掌握.

利用两角和与差的三角函数公式，我们可以计算出一些特殊角的三角函数值，例如：

sin π

12
= sin

(π
4
− π

6

)
= sin π

4
cos π

6
− cos π

4
sin π

6
=

√
6

4
−

√
2

4
=

√
6−

√
2

4
,

sin 5π

12
= sin

(π
4
+

π

6

)
= sin π

4
cos π

6
+ cos π

4
sin π

6
=

√
6

4
+

√
2

4
=

√
6 +

√
2

4
,

根据诱导公式，还可以计算出这两个特殊角的余弦值：

cos π

12
= sin 5π

12
=

√
6 +

√
2

4
, cos 5π

12
sin π

12
=

√
6 +

√
2

4
.

这两个结果也可以利用两角和与差的余弦公式得到.
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我们还可以计算出这两个角的正切值：

tan π

12
= tan

(π
4
− π

6

)
=

tan π
4
− tan π

6

1 + tan π
4
tan π

6

=
1−

√
3
3

1 +
√
3
3

= 2−
√
3,

tan 5π

12
= cot π

12
=

1

2−
√
3
= 2 +

√
3.

这两个结果也可以利用商数关系得到.

例 3.12. (1) 求 sin 15◦ sin 30◦ + sin 60◦ sin 75◦.

(2) 已知 0 < α <
π

4
< β <

π

2
，且 sin(β − 2α) =

4
√
3

7
, cos(2β − α) = −11

14
，求 α+ β.

(3) 已知 sinα+ sinβ + sin γ = 0, cosα+ cosβ + cos γ = 0，且 0 ≤ α < β < γ < 2π，求 β − α. (4)

已知 α+ β =
π

4
, 求 (1 + tanα)(1 + tanβ).

(5) 已知 4ABC 不是直角三角形，证明 tanA+ tanB + tanC = tanA tanB tanC.

解. (1)sin 15◦ sin 30◦ + sin 60◦ sin 75◦ = sin 15◦ sin 30◦ + cos 30◦ cos 15◦ = cos(30◦ − 15◦) = cos 15◦ =√
6 +

√
2

4
.

(2) 已知角是 β− 2α 和 2β−α，所以要求的角 α+ β 应理解为已知角之差 (2β−α)− (β− 2α).

由条件可知 α+ β ∈ (
π

4
,
3π

4
)，因为余弦函数在这个区间上是单调的，所以考虑计算其余弦值：

cos(α+ β) = cos[(2β − α)− (β − 2α)] = cos(2β − α) cos(β − 2α) + sin(2β − α) sin(β − 2α).

因为 β − 2α ∈ (−π

4
,
π

2
), 2β − α ∈ (

π

4
, π)，所以 cos(β − 2α) > 0, sin(2β − α) > 0，由平方关系

知 sin(β − 2α) =
5
√
3

14
, cos(β − 2α) =

1

7
.

所以

cos(α+ β) = cos[(2β − α)− (β − 2α)] = −11

14
× 1

7
+

4
√
3

7
× 5

√
3

14
=

1

2

因为 α+ β ∈ (
π

4
,
3π

4
)，而 cosx 在这个区间上是单调的，所以 α+ β =

π

3
.

评注 3.12.1. 解答这个问题的关键是将 β − 2α 和 2β −α 理解为已知角，将 α+ β 理解为两个已知

角的差，而不宜将 α 和 β 看成变量，盲目地使用两角和与差的三角函数公式，这样是无法解决问题

的. 另外，在解决 “给值求角” 的问题中，首先要尽可能缩小角的范围，并根据角所在的大致区间尽

可能选择计算单调的三角函数值，这样能够避免讨论，防止由值到角的过程太繁甚至结果出错：

如果角的范围是 (0,
π

2
)，选正弦、余弦均可；如果角的范围是 (0, π)，应选 cos；如果角的范围

是 (−π

2
,
π

2
)，应选 sin.

另外，正切函数在它的任何一个周期内的值与角都是一一对应的，所以如果可能，优先选择计

算正切值.

(3) 由于本题要求 β − α，考虑先根据平方关系消去 γ：

cos γ = − cosα− cosβ, sin γ = − sinα− sinβ
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所以 (cosα+cosβ)2+(sinα+sinβ)2 = 1，再根据平方关系整理得 2+2(cosα cosβ+sinα sinβ) =

1，即 cosα cosβ + sinα sinβ = −1

2
，所以 cos(β − α) = −1

2
.

根据条件 0 ≤ α < β < 2π 可知 β − α ∈ (0, 2π)，所以 β − α =
2π

3
或

4π

3
.

接下来我们考虑 α < β < γ < 2π 这一限制条件，为此，与上述过程同理，根据平方关系分别消

去 α 和 β，同样能得到：

γ − β =
2π

3
或

4π

3
,γ − α =

2π

3
或

4π

3
.

结合 α < β < γ < 2π，可知 β − α =
2π

3
, γ − β =

2π

3
, γ − α =

4π

3
. 综上所述，β − α =

2π

3
.

(4)由两角和的正切公式，tan(α+ β) =
tanα+ tanβ
1− tanα tanβ = tan

(π
4

)
= 1，整理得 tanα+ tanβ+

tanα tanβ = 1.

所以 (1 + tanα)(1 + tanβ) = 1 + tanα+ tanβ + tanα tanβ = 2. 这是一个非常漂亮的结果.

(5) 在这个问题中，我们只需根据三角形中的等角关系，两边同时取正切函数，从而将角的等式

转化为三角恒等式，进而运用三角恒等变形证明结论，具体过程如下：

考虑在 4ABC 中，有 A+B +C = π，又因为 A,B,C 均不等于
π

2
，则 A+B = π −C 6= π

2
，

所以 tan(A+B) = tan(π − C) = tan(−C) = − tanC，

即
tanA+ tanB
1− tanA tanB = − tanC，所以 tanA+ tanB = tanA tanB tanC − tanC，

故 tanA+ tanB + tanC = tanA tanB tanC，原命题得证. ♥

观察：考虑正弦型函数
√
2 sin

(
x+

π

4

)
，根据两角和的正弦公式，

√
2 sin

(
x+

π

4

)
=

√
2(

√
2

2
cosx+

√
2

2
sinx) = sinx+ cosx，可以想象，运用两角和的正弦公式，任何一个正弦型函数 A sin(u+ φ) 可

以写成 a sinu+ b cosu 的形式. 反过来，针对形如 a sinu+ b cosu 的式子，能否逆用两角和的正弦

公式消去其中一种三角函数，从而化成只含一个角和一个函数名的正弦型函数的形式？

设 a sinu+ b cosu = A sin(u+ φ) = A cosφ sinu+ A sinφ cosu，A 和 φ 为待定系数，比较系

数可知： A cosφ = a,

A sinφ = b.

根据平方关系和商数关系可知 A2 = a2 + b2，tanφ =
b

a
.

为了方便，我们不妨取 A为正值 A =
√
a2 + b2，于是得到 cosφ =

a√
a2 + b2

，sinφ =
b√

a2 + b2
，

由于 a, b 是已知的，所以 φ 可以被确定下来，具体来说，可以由余弦和正弦的符号 (即 a, b 的符号)

确定 φ 终边所在的象限，再由 tanφ =
b

a
来确定 φ 的值.

类似地，设想 a sinu− b cosu 可以写成 A sin(u− φ) 的形式，根据两角差的正弦公式，a sinu−

b cosu = A cosφ sinu−A sinφ cosu，同样比较系数，并取 A 为正值，得到 A =
√
a2 + b2，cosφ =

a√
a2 + b2

，sinφ =
b√

a2 + b2
，tanφ =

b

a
.

结合上述讨论，我们给出辅助角公式的统一形式：

定理 3.2.1 (辅助角公式). 对于 a > 0, b > 0：

a sinu± b cosu =
√
a2 + b2 sin(u± φ)
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其中 tanφ =
b

a
> 0，为了方便，我们通常取 φ 为锐角即 φ ∈ (0,

π

2
).

这个公式通常称为辅助角公式.

有了辅助角公式，我们可以将形如 a sinu± b cosu 的函数化为正弦型函数，从而根据正弦型函

数的知识，研究这些函数的单调性和最值问题.

例 3.13. 已知函数 f(x) = sinx− 2 cosx，若 θ 是 f(x) 的最大值点，求 cos θ.

解. f(x) = sinx− 2 cosx =
√
5 sin(x− φ)，其中 φ 为锐角且 tanφ = 2，

将 θ 处的相位 θ − φ 代入最大值点方程得 θ − φ = 2kπ +
π

2
，解得 θ = 2kπ +

π

2
+ φ, k ∈ Z.

所以 cos θ = cos
(
2kπ +

π

2
+ φ

)
= cos

(π
2
+ φ

)
= − sinφ.

因为 φ 为锐角，所以 sinφ =
1√

1 + 1
tan2 φ

=
1√
5
4

=
2
√
5

5
.

所以 cos θ = −2
√
5

5
. ♥

评注 3.13.1. 从这个例子中可以看出运用辅助角公式的统一形式并将 φ 规定为锐角的方便之处，这

样做可以为我们省去一些讨论的过程.

例 3.14. 已知将函数 g(x) = cosx 图像上所有点的纵坐标伸长为原来的 2 倍（横坐标不变），再将所

得到的图像向右平移
π

2
个单位长度的到函数 y = f(x) 的图像，且关于 x 的方程 f(x) + g(x) = m

在 [0, 2π) 内有两个不同的解 α, β.

(1) 求满足题意的实数 m 的取值范围;

(2) 求 cos(α− β)（用含 m 的式子表示）.

解. (1) 将 g(x) 图像上的所有点的纵坐标伸长到原来的两倍，得到 y = 2 cosx，再将 y = 2 cosx 的

图像向右平移
π

2
个单位长度得到 y = 2 cos

(
x− π

2

)
的图像，所以 f(x) = 2 cos

(
x− π

2

)
= 2 sinx.

f(x) + g(x) = 2 sinx+ cosx =
√
5 sin(x+ φ),其中φ为锐角且 tanφ = 2.

依题意，sin(x+ φ) =
m√
5
在 [0, 2π) 内有两个不同的解 α 和 β，当且仅当 | m√

5
| < 1，所以

m ∈ (−
√
5,
√
5).

(2) 依题意，sin(α+ φ) =
m√
5
，sin(β + φ) =

m√
5
，

根据正弦函数的对称性，当 1 ≤ m <
√
5 时，α+ β + 2φ = 2× π

2
，即 α+ φ = π − β − φ；

当 −
√
5 < m ≤ 1 时，α+ β + 2φ = 2× 3π

2
，即 α+ φ = 3π − β − φ，

于是 cos(α+ φ) = − cos(β + φ)，所以 cos(α+ φ) cos(β + φ) = −(1− sin2(β + φ)) =
m2

5
− 1

所以 cos(α− β) = cos((α+ φ)− (β − φ)) = cos(α+ φ) cos(β + φ) + sin(α+ φ) sin(β + φ) =
m2

5
− 1 +

m2

5
=

2m2

5
− 1

事实上，我们学习过二倍角公式后，可以直接得到 cos(α− β) = − cos 2(β+φ) = 2 sin2(α+β)−1，

比上述过程要简洁一些. ♥
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例 3.15. (1) 求函数 y = x+
√
10− x2 的值域.

(2)f(x) =
√
2− x+

√
3x+ 12 的最大值为 M，最小值为 m，求

M

m
.

(3) 求函数 f(x) =

√
1− x2 + 1√

1 + x+
√
1− x+ 2

，x ∈ [0, 1] 的最小值.

(4) 求函数 f(x) =
√
2x− x2 + x 的值域.

解. (1) 函数的定义域为 x ∈ [−
√
10,

√
10]，注意到当 θ ∈ [0, π] 时 cos θ ∈ [−1, 1]，不妨令 x =

√
10 cos θ，则

√
10− x2 =

√
10 sin θ，所以 y =

√
10 sin θ +

√
10 cos θ = 2

√
5 sin

(
θ +

π

4

)
.

因为 θ ∈ [0, π]，所以 θ +
π

4
∈ [

π

4
,
5π

4
]，所以 sin

(
θ +

π

4

)
∈ [−

√
2

2
, 1]，所以 y ∈ [−

√
10, 2

√
5].

(2) 函数 f(x) 的定义域为 x ∈ [−4, 2] 注意到 (
√
2− x)2 = 2 − x，(

√
3x+ 12)2 = 3x + 12，

即 3(
√
2− x)2 + (

√
3x+ 12)2 = 18，不妨令

√
2− x =

√
6 cos θ,

√
3x+ 12 =

√
18 sin θ，因为 0 ≤

√
2− x ≤

√
6，所以 cos θ ∈ [0, 1]，不妨设 θ ∈ [0,

π

2
].

此时 y = f(x) = g(θ) =
√
6 cos θ +

√
18 = 2

√
6 sin

(
θ +

π

6

)
.

因为 θ +
π

6
∈ [

π

6
,
2π

3
]，所以 sin

(
θ +

π

6

)
∈ [

1

2
, 1]，所以 M = 2

√
6,m =

√
6，所以 M/m = 2.

(3) 函数 f(x) 的定义域为 [0, 1]，不妨令 t =
√
1 + x+

√
1− x，那么 t2 = 2 + 2

√
1− x2，所以

√
1− x2 =

t2 − 2

2
.

所以 f(x) = g(t) =
t2

2(t+ 2)
.

下面确定新元 t的范围，因为
√
1 + x ∈ [0,

√
2]，不妨令

√
1 + x =

√
2 cos θ，其中 θ ∈ [0,

π

2
]，则

√
1− x =

√
2− (

√
1 + x)2 =

√
2− 2 cos2 θ =

√
2 sin θ，所以 t =

√
2 sin θ+

√
2 cos θ = 2 sin

(
θ +

π

4

)
∈

[
√
2, 2].

g(t) 是一个二次比一次的分式函数：

g(t) =
(t+ 2)2 − 4(t+ 2) + 4

2(t+ 2)
=

t+ 2

2
+

2

t+ 2
− 2.

根据对勾函数的性质，g(t) ∈ [1−
√
2

2
, 2]，即最小值为 1−

√
2

2
.

(4) 注意到 (
√
2x− x2)2 = 2x− x2，(x− 1)2 = x2 − 2x+ 1，因为函数 f(x) 的定义域为 [0, 2]，

所以 x−1 ∈ [−1, 1]，不妨令 x−1 = cos θ，其中 θ ∈ [0, π]，则
√
2x− x2 = sin θ，y = f(x) = g(θ) =

sin θ + cos θ + 1 =
√
2 sin

(
θ +

π

4

)
+ 1，因为 θ +

π

4
∈ [

π

4
,
5π

4
], 所以 sin

(
θ +

π

4

)
∈ [−

√
2

2
, 1]，所以

f(x) ∈ [0,
√
2 + 1]. ♥

评注 3.15.1. 这组例题都是利用三角换元来研究函数值域的问题. 三角换元法即根据所研究函数的

特点，将变量替换为三角函数，进而利用三角恒等变形的技巧将问题转化为三角函数的值域问题. 这

类问题往往需要从平方关系入手，将一些平方和为定值的结构 ( 通常是根式 ) 替换为三角函数，再

利用平方关系化简. 运用三角换元这一技巧常常能够化繁为简，在解决很多问题时都很有效.

例 3.16. 证明：对于 a > 0, b > 0，

a cosu± b sinu =
√
a2 + b2 cos(u∓ φ)

其中 φ 为锐角且 tanφ =
b

a
.
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证明. 设 a cosu ± b sinu = A cos(u∓ φ) = A cosφ cosu ± A sinφ sinu，A 和 φ 为待定系数，比较

系数可知： A cosφ = a,

A sinφ = b.

根据平方关系和商数关系可知 A2 = a2 + b2，tanφ =
b

a
，不妨取 A =

√
a2 + b2.

因为 tanφ ∈ (0,+∞)，所以不妨取 φ ∈ (0, 2π)，综上，我们有 a cosu±b sinu =
√
a2 + b2 cos(u∓ φ)，

其中 φ 为锐角且 tanφ =
b

a
.

有时我们也用这个公式将形如 a cosu± b sinu 变换为余弦型函数.

最后我们列举几个常用的辅助角公式的结论，在这几个例子中 φ 是特殊角：

sinx± cosx =
√
2 sin

(
x± π

4

)
, cosx± sinx =

√
2 cos

(
x∓ π

4

)
,

√
3 sinx± cosx = 2 sin

(
x± π

6

)
,

√
3 cosx± sinx = 2 cos

(
x∓ π

6

)
,

sinx±
√
3 cosx = 2 sin

(
x± π

3

)
, cosx±

√
3 sinx = 2 cos

(
x∓ π

3

)
.

3.2.3 倍角，半角的三角函数，和积互化

我们以两角和与差的正、余弦公式为基础，可以推出二倍角公式. 在公式Sα+β,Cα+β和Tα+β中，

分别令 β = α，可以得到下面一组公式：

sin 2α = 2 sinα cosα, (S2α)

cos 2α = cos2 α− sin2 α, (C2α)

tan 2α =
2 tanα

1− tan2 α
. (T2α)

利用平方关系，还可以使二倍角的余弦公式中只含 α 的正弦或余弦：

cos 2α = 1− 2 sin2 α,

cos 2α = 2 cos2 α− 1.

以上这些公式都称为倍角公式.

例 3.17. (1)
1

sin 10◦ −
√
3

cos 10◦ = .

(2) 已知 α ∈ (0,
π

2
)，且 cos

(
α+

π

6

)
=

4

5
，试求 sin

(
2α+

π

12

)
.

(3) 设 x ∈ (−3π

4
,
π

4
) 且 cos

(π
4
− x

)
= −3

5
，则 cos 2x 的值是 .

(4) 若 16sin2 x + 16cos2 x = 10，则 cos 4x= .

解. (1)
1

sin 10◦ −
√
3

cos 10◦ =
cos 10◦ −

√
3 sin 10◦

sin 10◦ cos 10◦ =
2 cos(10◦ + 60◦)

1
2
sin 20◦

=
4 cos 70◦
cos 70◦ = 4.

(2) 已知角是
π

6
+ α，所以待求的角应理解为 2α+

π

12
= 2(α+

π

6
)− π

4
. 因为 α ∈ (0,

π

2
)，所以

α+
π

6
∈ (

π

6
,
2π

3
)，所以 sin

(
α+

π

6

)
=

3

5
. 由二倍角公式：

sin 2(α+
π

6
) = 2 sin

(
α+

π

6

)
cos

(
α+

π

6

)
= 2× 3

5
× 4

5
=

24

25
.
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cos 2(α+
π

6
) = 2 cos2 α− 1 = 2× (

4

5
)2 − 1 =

7

25
.

所以 sin
(
2α+

π

12

)
= sin

(
2(α+

π

6
)− π

4

)
= sin

(
2(α+

π

6
)
)
cos π

4
− cos

(
2(α+

π

6
)
)
sin π

4
=

24

25
×

√
2

2
− 7

25
×

√
2

2
=

17
√
2

50
.

(3) 已知角是
π

4
− x，所以待求角应当理解为 −2(

π

4
− x) +

π

2
，cos 2x = cos

(
−2 +

π

2

)
=

sin
(
2(

π

4
− x)

)
= 2 sin

(π
4
− x

)
cos

(π
4
− x

)
.

因为 x ∈ (−3π

4
,
π

4
)，所以

π

4
− x ∈ (0, π)，所以 sin

(π
4
− x

)
=

4

5
，

所以 cos 2x = 2× 4

5
× (−3

5
) = −24

25
.

(4)根据平方关系，16sin2 x+16cos2 x = 16sin2 x+
16

16sin2 x
= 10，令 16sin2 x = t，所以 t+

16

t
= 10，

解得 t = 2 或 t = 8，所以 sin2 x =
1

4
或

3

4
，所以 cos 2x = 1 − 2 sin2 x =

1

2
或 −1

2
，所以

cos 4x = 2 cos2 2x− 1 = −1

2
. ♥

观察：考虑C2α的三种形式，能否用 cos 2α 表示出 sin2 α 和 cos2 α？

定理 3.2.2 (降幂公式).

sin2 α =
1− cos 2α

2
, cos2 α =

1 + cos 2α
2

.

我们通常将这两个公式称为降幂公式，由降幂公式可知，α 的正弦或余弦的平方可以写成 2α 的

一次式. 从公式的左边到右边，三角函数的幂次降低了，与此同时角则相应地变成了二倍角，这是这

组公式被称为降幂公式的原因.

由C2α的两种变形，可以立刻推出降幂公式.

另外，根据 sin 2α = 2 sinα cosα 立刻得到

sinα cosα =
sin 2α

2
.

有时也将这个公式称为降幂公式. 因为从这个公式的左边到右边，三角函数的次数也降低了，角

也相应地变成了二倍角.

例 3.18. 函数 f(x) = (
√
3 sinx+ cosx)(

√
3 cosx− sinx) 的最小正周期是

解. f(x) = 3 sinx cosx−
√
3 sin2 x+

√
3 cos2 x− sinx cosx = −

√
3 sin2 x+

√
3 cos2 x− 2 sinx cosx.

由降幂公式，f(x) = −
√
3

2
(1 − cos 2x) +

√
3

2
(1 + cos 2x) − sin 2x =

√
3 cos 2x + sin 2x =

2 sin
(
2x+

π

3

)
，所以最小正周期为

2π

2
= π. ♥

根据降幂公式，用
α

2
代替 α 可得 sin α

2
= ±

√
1− cosα

2
, cos α

2
= ±

√
1 + cosα

2
，上面两个公

式两边相除可得 tan α

2
= ±

√
1− cosα
1 + cosα .

事实上，tan α

2
=

sin α
2

cos α
2

，分子分母同时分别乘以 cos π
2
或是 sin π

2
后，都可以得到关于二次式

相比的结构，再利用降幂公式即可得到关于 α 的三角函数的一次式相比的结构，即：

tan α

2
=

sin α
2
cos α

2

cos2 α
2

=
1
2
sinα

1
2
(1 + cosα)

=
sinα

1 + cosα
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tan α

2
=

sin2 α
2

sin α
2
cos α

2

=
1
2
(1− cosα)

1
2
sinα

=
1− cosα
sinα

1

2

4

3

1

2

4

3

O

y

x

图 3.28:

由图3.28，结合各象限内三角函数值的符号可知，sinα 和 tan α

2
的符号相同.

定理 3.2.3 (半角公式).

sin α

2
= ±

√
1− cosα

2
, cos α

2
= ±

√
1 + cosα

2
,

tan α

2
= ±

√
1− cosα
1 + cosα =

sinα
1 + cosα =

1− cosα
sinα .

以上几个公式称为半角公式. 如果给出了 α 的范围，则可以先求出
α

2
的范围，然后根据

α

2
终

边所在象限来确定三角函数值的符号，如果仍不能确定符号，则需要在根号前保留 ±.

观察：根据倍角公式可知，角 α 的正、余弦都可以写成
α

2
的正、余弦的二次式或二次齐次式.

那么，如果将分母上的 1 根据平方关系写成 sin2 α

2
+ cos2 α

2
，则 sinα 和 cosα 将成为齐次分式，应

当可以表成以商变量 tan α

2
为唯一变量的函数.

定理 3.2.4 (万能公式). 记 tanα = t，则：

sinα =
2t

1 + t2
, cosα =

1− t2

1 + t2
, tanα =

2t

1− t2

由此，任何一个关于 sinx和 cosx的三角函数有理式 R(sinx, cosx)，只要作变量替换 t = tan x

2
，

就可以将 R(sinx, cosx) 写成关于 t 的有理式 f(t)，通过研究一元有理函数 f(t) 来解决有关问题.

上面这组公式俗称万能公式.

证明. sinα =
sinα
1

=
2 sin α

2
cos α

2

sin2 α
2
+ cos2 α

2

=
2 tan α

2

1 + tan2 α
2

，

cosα =
cosα
1

=
cos2 α

2
− sin2 α

2

sin2 α
2
+ cos2 α

2

=
1− tan2 α

2

1 + tan2 α
2

，

tanα =
sinα
cosα =

2 tan α
2

1− tan2 α
2

.

观察：考虑Cα+β,Cα−β,Sα+β,Sα−β这四个公式，我们对Sα+β和Sα−β左右两边分别作和与差，可

得到：

sinα cosβ =
1

2
[sin(α+ β) + sin(α− β)]
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cosα sinβ =
1

2
[sin(α+ β)− sin(α− β)]

对Cα+β和Cα−β左右两边分别作和与差，可得到：

cosα cosβ =
1

2
[cos(α+ β) + cos(α− β)]

sinα sinβ = −1

2
[cos(α+ β)− cos(α− β)]

以上四个公式称为积化和差公式.

例 3.19. 已知函数 f(x) = sin
(
ωx+

π

2

)
sin

(
ωx+

π

4

)
(ω > 0) 的最小正周期为 π，求 f(x) 在区间

[0,
π

2
] 上的值域.

解. 为了将 f(x) 化成正弦型函数，积化和差得：

f(x) = sin
(
ωx+

π

2

)
sin

(
ωx+

π

4

)
= −1

2
[cos

(
2ωx+

3π

4

)
− cos π

4
] =

1

2
sin

(
2ωx+

π

4

)
+

√
2

4

因为函数 f(x)的最小正周期为 π，所以 2ω =
2π

π
= 2，所以 ω = 1，f(x) =

1

2
sin

(
2x+

π

4

)
+

√
2

4
.

因为 x ∈ [0,
π

2
]，所以 2x +

π

4
∈ [

π

4
,
5π

4
]，所以 sin

(
2π +

π

4

)
∈ [−

√
2

2
, 1]，所以 f(x) ∈ [0,

2 +
√
2

4
].

♥

如果我们想将两个同名三角函数的和或差化成三角函数的积，我们可以在积化和差公式中令 α+

β = θ, α− β = φ，得 α =
θ + φ

2
, β =

θ − φ

2
，相应地，我们同样得到四个公式：

sin θ + sinφ = 2 sin θ + φ

2
cos θ − φ

2
,

sin θ − sinφ = 2 cos θ + φ

2
sin θ − φ

2
,

cos θ + cosφ = 2 cos θ + φ

2
cos θ − φ

2
,

cos θ − cosφ = −2 sin θ + φ

2
sin θ − φ

2
.

以上四个公式称为和差化积公式.

例 3.20. 证明
m∑

k=1

cos kφ =
sin mφ

2
cos (m+1)φ

2

sin φ
2

, φ 6= 0.

解. 表达式左侧乘并除以 sin φ

2
并积化和差，得

m∑
k=1

cos kφ =

sin φ
2

m∑
k=1

cos kφ

sin φ
2

=

m∑
k=1

sin φ
2
cos kφ

sin φ
2

=

1
2

m∑
k=1

[sin (2k+1)φ
2

− sin (2k−1)φ
2

]

sin φ
2

=
sin 3φ

2
− sin φ

2
+ sin 5φ

2
− sin 3φ

2
+ · · ·+ sin (2m+1)φ

2
− sin (2m−1)φ

2

2 sin φ
2

=
sin (2m+1)φ

2
− sin φ

2

2 sinφ

再和差化积得，
m∑

k=1

cos kφ =
sin (2m+1)φ

2
− sin φ

2

2 sinφ =
cos (m+1)φ

2
sin mφ

2

sinφ ，等式得证. ♥

用类似方法可以证明
m∑

k=1

sin kφ =
sin mφ

2
sin (m+1)φ

2

sin φ
2

, φ 6= 0，读者可以尝试自己写出过程.
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例 3.21. 求 cos π
9
+ cos 3π

9
+ cos 5π

9
+ cos 7π

9
的值.

解. 与上例类似，表达式乘并除以 2 sin π

9
，再积化和差得

cos π
9
+ cos 3π

9
+ cos 5π

9
+ cos 7π

9

=
1

2 sin π
9

(2 cos π
9
sin π

9
+ 2 cos 3π

9
sin π

9
+ 2 cos 5π

9
sin π

9
+ 2 cos 7π

9
sin π

9
)

=
1

2 sin π
9

(sin 2π

9
− sin 0 + sin 4π

9
− sin 2π

9
+ sin 6π

9
− sin 4π

9
+ sin 8π

9
− sin 6π

9
)

=
1

2 sin π
9

sin 8π

9
=

1

2
.

♥

定理 3.2.5 (三倍角公式).

sin 3α = 3 sinα− 4 sin3 α, cos 3α = 4 cos3 α− 3 cosα, tan 3α =
3 tanα− tan3 α

1− 3 tan2 α

以上一组公式称为三倍角公式，正弦和余弦的三倍角公式记忆起来很有规律，在同一个公式中

出现的都是同名三角函数，且中间都以减号连接，其系数和次数可以简单记忆为 “正弦 3143，余弦

4331”.

图一乐看看，反正不会考.

证明. 证明三倍角公式只需先用两角和的正余弦公式，再利用二倍角公式即可：

sin 3α = sin(2α+ α) = sin 2α cosα+ cos 2α sinα = 2 sinα cos2 α+ sinα− 2 sin3 α

= 2 sinα− 2 sin3 α+ sinα− 2 sin3 α = 3 sinα− 4 sin3 α,

cos 3α = cos(2α+ α) = cos 2α cosα− sin 2α sinα = 2 cos3 α− cosα− 2 sin2 α cosα

= 2 cos3 α− cosα+ 2 cos3 α− 2 cosα = 4 cos3 α− 3 cosα.

例 3.22. (1) 已知 f(cosx) = cos 3x
cos2 x，则函数 y = f(cosx) 在 [0,

π

3
] 上的最小值为 .

(2) 设 sinα− cosα =
1

3
．则 sin 3α+ cos 3α= .

解. (1)运用三倍角公式，f(cosx) = 4 cos3 x− 3 cosx
cos2 x = 4 cosx−3

1

cosx，令 t = cosx，则 t ∈ [
1

2
, 1]，

f(cosx) = g(t) = 4t − 3

t
，根据蝴蝶函数的性质，g(t) 在区间 [

1

2
, 1] 上递增，所以 g(t) 的最小值为

g(
1

2
) = −4.

(2) 运用三倍角公式，sin 3α+ cos 3α = 3 sinα− 4 sin3 α+4 cos3 α− 3 cosα = 3(sinα− cosα)+

4(cos3 α − sin3 α) = 1 − 4(sin3 α − cos3 α) = 1 − 4(sinα − cosα)(sin2 α + cos2 α + sinα cosα) =

1− 4

3
(1 + sinα cosα)

因为 2 sinα cosα = (sin2 α+ cos2 α)− (sinα− cosα)2 = 8

9
，

所以原式 = 1− 4

3
× (1 +

4

9
) = −25

27
. ♥
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例 3.23. 综合运用三角恒等变形的技巧求下面各式的值：

(1)sin2 20◦ + cos2 50◦ + sin 30◦ sin 70◦；

(2)sin 6◦ sin 42◦ sin 66◦ sin 78◦；

(3)sin 50◦(1 +
√
3 tan 10◦)；

(4)
sin 20◦

1 + cos 20◦ (tan 5
◦ − cot 5◦).

解. (1) 由降幂公式：

原式 =
1− cos 40◦

2
+

1 + cos 100◦
2

+
1

2
sin 70◦

考虑以 10◦ 为主元：

原式 = 1−1

2
cos(30◦ + 10◦)−1

2
sin 10◦+1

2
sin(60◦ + 10◦) = 1+

1

2
sin 10◦(1

2
−1+

1

2
)+

1

2
cos 10◦(−

√
3

2
+

√
3

2
) = 1.

事实上，积化和差可得 sin 30◦ sin 70◦ = −1

2
(cos 100◦ − cos 40◦)，由此直接得到原式 = 1.

(2)

原式 = cos 12◦ cos 24◦ cos 48◦(− cos 96◦) = −sin 12◦ cos 12◦ cos 24◦ cos 48◦ cos 96◦
sin 12◦

不断运用二倍角公式可得原式 = − 1

16

sin 192◦
sin 12◦ =

1

16
.

(3) 切化弦并通分，再利用辅助角公式和二倍角公式：

原式 = sin 50◦ +
√
3 sin 50◦ sin 10

◦

cos 10◦ =
sin 50◦
cos 10◦ (cos 10

◦ +
√
3 sin 10◦)

= 2
sin 50◦
cos 10◦ sin 40◦ =

2 cos 40◦ sin 40◦
cos 10◦ =

sin 80◦
sin 10◦ = 1

(4) 切化弦并利用半角公式和降幂公式：

原式 = tan 10◦( sin 5
◦

cos 5◦ − cos 5◦
sin 5◦ ) = tan 10◦ sin

2 5◦ − cos2 5◦
sin 5◦ cos 5◦

= tan 10◦− cos 10◦
1
2
sin 10◦

= −2.

♥

例 3.24. 综合运用三角恒等变形的技巧求化简下面各式：

(1) 已知 450◦ < α < 540◦，化简

√
1

2
+

1

2

√
1

2
+

1

2
cos 2α.

(2) 已知 θ ∈ (0, π)，化简
√
1 + sin θ −

√
1− sin θ.

(3) 已知 α 是第三象限角，化简
√

1 + sinα
1− sinα −

√
1− sinα
1 + sinα .

解. (1) 由二倍角公式 (升幂公式)，1

2
+

1

2
cos 2α = cos2 α，因为 α ∈ (

5π

2
, 3π)，2α ∈ (5π, 6π)，所以

cos 2α ∈ (−1, 0).

所以原式 =

√
1

2
+

1

2

√
cos2 α =

√
1

2
− 1

2
cosα

又因为
α

2
∈ (

5π

4
,
3π

2
)，所以 sin α

2
∈ (−1,−

√
2

2
). 根据二倍角公式 1

2
− 1

2
cosα = sin2 α

2
，所以

原式 =

√
1

2
− 1

2
cosα = − sin α

2
.
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(2)由二倍角公式，sin θ = 2 sin θ

2
cos θ

2
，再由平方关系，1+sin θ = sin2 θ

2
+cos2 θ

2
+2 sin θ

2
cos θ

2
=

(sin θ

2
+ cos θ

2
)2，1− sin θ = sin2 θ

2
+ cos2 θ

2
− 2 sin θ

2
cos θ

2
= (sin θ

2
− cos θ

2
)2.

所以原式 =

√
(sin θ

2
+ cos θ

2
)2 +

√
(sin θ

2
− cos θ

2
)2 =


2 sin θ

2
, 0 < θ ≤ π

2
,

2 cos θ
2
,
π

2
< θ < π.

评注 3.24.1. 事实上，1± sinα = (sin α

2
± cos α

2
)2，理解成完全平方式.

(3) 因为 α 是第三象限角，所以 cosα < 0, sinα < 0，

原式 =

√
(1 + sinα)2

(1− sinα)(1 + sinα) +

√
(1− sinα)2

(1− sinα)(1 + sinα)

=

√
(1 + sinα)2

cos2 α +

√
(1− sinα)2

cos2 α
= −1 + sinα

cosα − 1− sinα
cosα

= −2
sinα
cosα

= −2 tanα

♥

习题 3.2

定义

• 函数 y = f(x) = sinx 在闭区间 [−π

2
,
π

2
] 是递增的连续函数，这意味着它具有反函数 x =

f−1(y)，记为 x = arcsin y，它定义在闭区间 [−1, 1]上，且在这个区间上的值由 −π

2
递增到

π

2
.

• 函数 y = cosx在闭区间 [0, π]是递减的连续函数，所以它有反函数，记为 x = arccos y，arccos

函数定义在闭区间 [−1, 1] 上，且在这个区间上的值由 π 递减到 0.

• 函数 y = tanx 在开区间 (−π

2
,
π

2
) 上是由 −∞ 向 +∞ 递增的连续函数，因此它有定义在实数

R 上的反函数，记作 x = arctan y，其值域为 (−π

2
,
π

2
).

1. 已知 α, β ∈ (0, π)，tanα, tanβ 是方程 x2 + 3x+ 1 = 0 的两个根，则 cos(α− β) 的值是 .

2. 如果 4ABC 中，tanA，tanB，tanC 都是整数，且 A > B > C，则以下说法错误的是 .

（A.A < 80◦，B.B < 60◦，C.C < 50◦，D.A > 65◦）.

3. 已知 P 是正方形ABCD内切圆上的一点，记 ∠APC = α,∠BPD = β，则 tan2 α+tan2 β = .

4. 4ABC 的三个内角为 A、B、C，若
sinA+

√
3 cosA

cosA−
√
3 sinA

= tan 7π

12
，则 sin 2B + 2 cosC 的最大值

为 .

5. 若 tanα = 3 tanβ(0 < β ≤ α <
π

2
) ，则 α− β 的最大值为 .
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6. 若函数 y = 3 sinx− 4 cosx 在 x0 处取得最大值，则 tanx0 的值为 .

7. 已知 sinα+
√
3 sinβ = 1，cosα+

√
3 cosβ =

√
3，则 cos(α− β) 的值为 .

8. 不等式 sin 2πx| sin 2πx| > cos 2πx| cos 2πx| 的解集是 .

9. 已知函数 f(x) = cos(a sinx)− sin(b cosx) 无零点，则 a2 + b2 的取值范围为 .

10. arcsin 1√
10

+ arcsin 1√
26

+ arcsin 1√
50

+ arcsin 1√
65

= .

11. 已知 cos(α+ β) = cosα+ cosβ, 试求 cosα 的最大值.

12. 已知 A,B ∈ (0,
π

2
)，且

sinA
sinB = sin(A+B)，求 tanA 的最大值.

13. 对任意的 x 和自然数 n，比较 n sin2 x 和 sinx sinnx 的大小．

14. 在 4ABC 中，tan A

2
+ tan B

2
= 1，则 tan C

2
的最小值为 .

15. 4ABC 的三个内角为 A,B,C，若

sinA2 + sin2 B + sin2 C = 2,

则 cosA+ cosB + 2 cosC 的最大值为 .

16. 设 x+ sinx cosx− 1 = 0，2 cos y − 2y + π + 4 = 0，则 sin(2x− y) 的值是 .

17. 设 x ∈ (−3π

4
,
π

4
) 且 cos

(π
4
− x

)
= −3

5
，则 cos 2x 的值是 .

18. 函数 y =
sin 2x− 3

sinx+ cosx− 2
的值域是 .

19. 函数 y =
(sinx− 1)(cosx− 1)

2 + sin 2x (x ∈ R) 的最大值为 .

20. 函数 f(x) = cos 2x+ 2| sinx| 的最大值为 .

21. 函数 y = | cosx| − cos 2x(x ∈ R) 的值域为 .

22. 如果存在实数 a ，使得关于 x 的不等式 a cosx + b cos 2x > 1 无实数解，则实数 b 的最大值

为 .

23. 函数 y = sin2 x+ sinx cosx− 2 cos2 x 的值域为 .

24. 函数 f(x) =
√
3 sin2 x+ sinx cosx−

√
3

2
（x ∈ [

π

12
,
π

2
]）的值域为 .

25. 设 −π

2
≤ x ≤ π

2
，且方程 cos 2x− 4a cosx+ 2 = 0 有两个不同的解，求 a 的取值范围.

26. 求实数 a 的取值范围，使不等式 sin 2θ− 2
√
2a cos

(
θ − π

4

)
−

√
2a

sin
(
θ + π

4

) > −3− a2 对 θ ∈ [0,
π

2
]

恒成立．

27. 函数 f(x) = (
√
3 sinx+ cosx)(

√
3 cosx− sinx) 的最小正周期是
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28. 已知函数 f(x) = 4 sin 2x+ 3 cos 2x+ 2a sinx+ 4a cosx 的最小值为 −6，则实数 a 的值为 .

29. 已知 ∠A 为锐角，则
√
sin4 A+ 1 +

√
cos4 A+ 4 的最小值为 .

30. 已知 tanα = −1

2
，则

sin 2α+ 2 cos 2α
4 cos 2α− 4 sin 2α 的值是 .

31. 设 x 为锐角，则函数 y = sinx sin 2x 的最大值是 .

32. 计算 cos 2π
7

cos 4π
7

cos 6π
7
的值为 .

33. 锐角三角形的内角 A,B 满足 tanA− 1

sin 2A = tanB 且 cos2 B
2

=

√
6

3
，则 sin 2A = .

34. 函数 f(x) = 2(2 cosx+ 1) sin2 x+ cos 3x，x ∈ R．求函数 f(x) 的最大值．

35. 函数 f(x) = 4 sin3 x− sinx+ 2(sin x

2
− cos x

2
)2 的最小正周期为 .

36. 已知 f(cosx) = cos 3x
cos2 x，则函数 y = f(cosx) 在 [0,

π

3
] 上的最小值为 .

37. 设 sinα− cosα =
1

3
．则 sin 3α+ cos 3α= .

38. 已知 θ ∈ R，且
cos 3θ
cos θ =

1

2
，则

sin 3θ
sin θ = .

39. 计算 cos 2016◦= .

40. 已知顶角为 20◦ 的等腰三角形的底边长为 a，腰长为 b，则
a3 + b3

ab2
的值为 .

41. 若 16sin2 x + 16cos2 x = 10，则 cos 4x= .

42. 若 tan 4x =

√
3

3
，则

sin 4x
cos 8x cos 4x +

sin 2x
cos 4x cos 2x +

sinx
cos 2x cosx +

sinx
cosx = .

43. 若 α ∈ (0, π) 且满足
sinα

cos 3α cos 2α +
sinα

cos 2α cosα +
sinα
cosα =

√
3

3
，则 α = .

44. 设 x = sin2 α+ sin
(
α+

2π

3

)
sin

(
α+

π

3

)
，当 α =

67π

2014
时，x 的小数点后第一位数字是 .

45. 函数 f(x) = | sin(2x) + sin(3x) + sin(4x)| 的最小正周期 = .

46. 函数 y = tan(2013x)− tan(2014x) + tan(2015x) 在 [0, π] 中的零点个数为 .

47. 求值:cos π
9
+ cos 3π

9
+ cos 5π

9
+ cos 7π

9
= .

48. 若 sin π

9
+ sin 2π

9
+ · · ·+ sin nπ

9
=

1

2
tan 4π

9
，则正整数 n 的最小值为 .

49. 设 m,n 均为正整数，则
m−1∑
k=0

cos 2kπ
m

+
n−1∑
k=0

sin 2kπ

n
= .

50. 已知 α, β, γ 是一个三角形的三个内角，如果 cosα+ cosβ + cos γ 取得最大值，则 sinα+ sinβ +

sin γ = .

51. 设 x, y ∈ R，且
sin2 x− cos2 x+ cos2 x cos2 y − sin2 x sin2 y

sin(x+ y)
= 1, 则 x− y = .
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52. 4ABC的三个内角A、B、C满足：A = 3B = 9C，则 cosA cosB+cosB cosC+cosC cosA= .

53. 在 4ABC 中，角 A、B、C 满足 A < B < C，且
sinA+ sinB + sinC
cosA+ cosB + cosC =

√
3，则 ∠B= .

54. 在 4ABC 中，cosB =
1

4
，则

1

tanA +
1

tanC 的最小值为 .

55. 设
1 + sinx
cosx =

22

7
且

1 + cosx
sinx =

m

n
，其中

m

n
为最简分数，则 m+ n= .

56. 设 0 ≤ x ≤ π，3 sin x

2
=

√
1 + sinx−

√
1− sinx. 则 tanx = .

57. tan 15◦ + 2
√
2 sin 15◦= .

58. 已知函数 f(x) = 2 sin2(
π

4
− x)−

√
3 cos 2x.

(1) 求 f(x) 的最小正周期和单调递减区间；

(2) 若 f(x) < m+ 2 在 x ∈ [0,
π

6
] 上恒成立，求实数 m 的取值范围.

59. 已知函数 f(x) = 4 cosx · sin
(
x+

7π

6

)
+ a 的最大值为 2．

(1) 求 a 的值及 f(x) 的最小正周期；

(2) 求 f(x) 的单调递减区间．

60. 已知函数 f(x) = 2 cosx(cosx+
√
3 sinx)− 1, x ∈ R .

(1) 求函数 f(x) 的单调递增区间；

(2) 设点 P1(x1, y1), P2(x2, y2), · · · , Pn(xn, yn) 都在函数的图像上，且满足 x1 =
π

6
，xn+1 −xn =

π

2
. 求 y1 + y2 + · · ·+ y2018 的值.

61. 已知函数 f(x) = 2 sin2(
π

4
+ x)−

√
3 cos 2x− 1, x ∈ [

π

4
,
π

2
]．

(1) 求 f(x) 的单调递增区间；

(2) 若不等式 |f(x)−m| < 2 在 x ∈ [
π

4
,
π

2
] 上恒成立，求实数 m 的取值范围．

62. 已知将函数 g(x) = cosx 图像上所有点的纵坐标伸长为原来的 2 倍（横坐标不变），再将所得到

的图像向右平移
π

2
个单位长度的到函数 y = f(x) 的图像，且关于 x 的方程 f(x) + g(x) = m 在

[0, 2π) 内有两个不同的解 α, β.

(1) 求满足题意的实数 m 的取值范围;

(2) 求 cos(α− β)（用含 m 的式子表示）.

63. 已知函数 f(x) = sin4 x.

(1) 记 g(x) = f(x) + f(
π

2
− x)，求 g(x) 在 [

π

6
,
3π

8
] 上的最大值与最小值；

(2) 求 f(
π

180
) + f(

2π

180
) + f(

3π

180
) + · · ·+ f(

88π

180
) + f(

89π

180
) 的值.

64. 求证：sin 1

n
+ sin 2

n
>

3

n
cos 1

n
(n ∈ N∗) ．
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65. 已知 f(sinx) = sin 3x
sin2 x

(1) 求 f(x) 的解析式及定义域;

(2) 若方程 f(x) = m 有两个不等实根，求 m 的取值范围.

66. 设 x1, x2, x3 是方程 x3 − 17x− 18 = 0 的三个根, −4 < x1 < −3, 且 4 < x3 < 5.

(1) 求 x2 的整数部分;

(2) 求 arctanx1 + arctanx2 + arctanx3 的值.



第四章 平面向量与复数

Immer mit den einfachsten Beispielen anfangen.

——David Hilbert

这一讲介绍平面向量和复数. 向量是数学中的一个非常重要的概念，能够引申出无限的意义. 例

如物理中的位移，速度和力等物理量既有大小，又有方向，它们都是向量；有一定长度和方向的直

线段也可以看成是向量.通过研究向量具有的某些特征，就可以利用向量解决很多问题，例如在高中

阶段，我们可以利用向量来进一步认识很多几何问题，还可以把向量作为工具来研究很多几何问题.

相信大家在学习的过程中，能够体会到向量的威力.

我们在研究解多项式方程问题时，通过引入复数的概念，并且定义了复数的运算法则之后，就

可以完美地解决二次方程的求解问题.此外，通过在复数集与复平面之间建立一一映射，我们可以自

然引入复数的三角表示，复数的三角表示能够使得复数的乘法运算大大简化且易于理解.总之，通过

学习，我们将深刻地体会到引入复数的想法是多么强大和令人舒服.

4.1
平面向量

4.1.1 向量的加减与数乘向量

空间中既有大小 (一定长度) 又有方向的量称为向量，大小和方向是确定一个向量的两个要素.

我们可以用有一定长度和方向的直线段 (有向线段) 来表示向量，并记起点为 A，终点为 B 的

向量为向量
−−→
AB，如图4.1所示.

A

B

图 4.1:

我们说两个向量相等，等价于两个向量长度相等，方向相同. 可见，向量相等并不依赖于向量的

起点，即同向且等长的有向线段表示的都是同一向量，向量本身只有大小和方向，与起点的位置无

111
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关 (称为自由向量)，如图4.2所示，这些有向线段表示的都是同一向量.所以用有向线段表示向量时，

起点可以任意选取.

图 4.2:

向量也可以用黑体小写字母 a, b 等表示，书写用 a⃗, b⃗.

我们称向量的长度为向量的模或模长，记为 |⃗a|, |
−−→
AB|，等等. 任何一个向量 a⃗ 的模是一个非负

实数，即 |⃗a| ≥ 0. 特别地，如果 |⃗a| = 1，则称 a⃗ 为单位向量；如果 |⃗a| = 0，则称 a⃗ 为零向量，记为

a⃗ = 0⃗，规定 0⃗ 的方向是任意的.

如果表示两个向量的有向线段所在直线平行或重合，则称这两个向量平行或共线.⃗a 与 b⃗ 平行或

共线记为 a⃗//⃗b. 规定 0⃗ 与任意向量都平行. 之所以也可以把平行向量称为共线向量，是因为向量的

概念不依赖于起点位置，这样，所有平行的向量都可以平移到同一条直线上.

根据向量共线的定义，我们立刻得到以下几条结论：

1◦ 两非零共线向量的方向相等或相反；

2◦ 相等向量一定是共线向量；

3◦ 向量平行不具有传递性，若 a⃗//⃗b，⃗b//c⃗，未必有 a⃗//c⃗. 因为当 b⃗ = 0⃗ 时，a⃗ 和 c⃗ 可以是任意向量.

但是，若 b⃗ 6= 0⃗，则 a⃗//⃗b，b⃗//c⃗ ⇒ a⃗//c⃗.

下面我们讨论向量的加法和数乘运算.

我们定义求两个向量之和的运算为向量的加法运算，向量对加法运算封闭，即两个向量的和仍

然是向量.

向量的加法运算法则：已知向量 a⃗，b⃗，如图4.3，作 −−→
AB = a⃗，

−−→
AD = b⃗，则 a⃗+ b⃗ 为以 AB,AD

为邻边的平行四边形的对角线所对应的有向线段代表的向量，即向量
−→
AC 就是 a⃗+ b⃗. 这种求两个向

量和的作图方法称为平行四边形法则.

a⃗

a⃗+ b⃗
b⃗

A

D

B

C

图 4.3:

a⃗

a⃗+ b⃗
b⃗

A B

C

图 4.4:

向量求和也遵循三角形法则，如图4.4所示，取起点 A 并作向量
−−→
AB = a⃗，再以 B 为起点，作向

量
−−→
BC = b⃗，那么向量

−→
AC = a⃗+ b⃗. 三角形法则还可以推广到 n 个向量求和的情况，即将 n 个向量
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经过平移使其顺次首尾相接，前一个向量的终点作为后一个向量的起点，从而组成一向量折线，则

n 个向量的和等于折线起点到折线终点的向量，即

−−−→
A0A1 +

−−−→
A1A2 + · · ·+

−−−−−→
An−1An =

−−−→
A0An,

如图4.5所示.

A0 A1

A2

A3

A4

An−1

An

图 4.5:

对于任意的向量 a⃗ 和零向量 0⃗，我们规定 a⃗+ 0⃗ = 0⃗ + a⃗ = a⃗.

为了定义减法运算，我们需要先给出相反向量的概念：我们把与 a⃗ 长度相等，方向相反的向量

叫做 a⃗ 的相反向量，记作 −a⃗，a⃗ 和 −a⃗ 互为相反向量. 并且规定零向量的相反向量仍然是零向量.

特别地，根据相反向量的定义，我们有：

1◦ a⃗+ (−a⃗) = 0⃗，相反向量相加等于零向量；

2◦ 如果 a⃗ 与 b⃗ 互为相反向量，那么 a⃗ = −b⃗, b⃗ = −a⃗, a⃗+ b⃗ = 0⃗.

3◦ 如果 a⃗ =
−−→
AB，那么 −a⃗ =

−−→
BA = −

−−→
AB，即交换起点和终点，表示的向量变为原来的相反向量.

我们用 −b⃗替换 a⃗+ b⃗中的 b⃗得到 a⃗+(−b⃗)，将这种运算定义为向量的减法，即 a⃗− b⃗ = a⃗+(−b⃗)，

向量的减法实质上也是向量的加法.

类似地考虑向量减法的几何意义：已知向量 a⃗ 和 b⃗，如图4.6所示，作 a⃗ =
−→
OA，b⃗ =

−−→
OB，那么

−−→
BA = a⃗− b⃗，这可以描述为向量减法的三角形法则，即把两个向量的起点放在一起，则两向量之差

是连接这两个向量的终点的有向线段，且箭头指向被减向量的终点，例如
−→
OA−

−−→
OB =

−−→
BA.

O A

B

a⃗

b⃗ a⃗− b⃗

图 4.6:

a⃗

3a⃗

−a⃗

图 4.7:

根据定义，向量的加法具有交换律和结合律. 即 a⃗+ b⃗ = b⃗+ a⃗，(⃗a+ b⃗) + c⃗ = a⃗+ (⃗b+ c⃗).

向量还可以作数乘运算. 向量对于数乘运算是封闭的，即实数 λ 和向量 a⃗ 的积仍然是一个向量，

并记为 λa⃗，它的长度和方向规定如下：
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(1) 长度：|λa⃗| = |λ||⃗a|；

(2) 方向：


当λ > 0时，与a⃗方向相同,

当λ < 0时，与a⃗方向相反,

当λ = 0时，λa⃗ = 0⃗,方向任意.

数乘向量的几何意义如图4.7所示，λa⃗ 将表示 a⃗ 的有向线段伸长或压缩一定倍数.

向量的数乘运算满足结合律，且数乘与向量的加减之间满足第一和第二分配律：

1◦ (λµ)⃗a = λ(µa⃗);

2◦ (λ+ µ)⃗a = λa⃗+ µa⃗;

3◦ λ(⃗a+ b⃗) = λa⃗+ λ⃗b.

我们将向量的加减和数乘运算的综合运算统称为线性运算或线性组合，如果 c⃗ 可以由另一些向

量线性运算得到，那么就说 c⃗ 可以被另一些向量线性表出. 例如 c⃗ = λa⃗+ µ⃗b, λ, µ ∈ R，即 c⃗ 可以被

a⃗ 和 b⃗ 线性表出. 我们将实数 λ 和 µ 等称为线性组合系数.

根据前面的讨论，向量对加减法和数乘运算都是封闭的，因此向量对线性运算当然也是封闭的，

即若干向量的线性组合一定仍是向量.另外，我们综合向量的加减运算和数乘运算法则，可以得到向

量的线性运算法则：

λ(µ1a⃗± µ2⃗b) = λµ1a⃗± λµ2⃗b.

4.1.2 平面向量基本定理与向量的坐标表示

定理 4.1.1 (一维向量基本定理). a⃗ 6= 0⃗ 且 a⃗ 与 b⃗ 共线，等价于 ∃ 唯一的 λ ∈ R，使得 b⃗ = λa⃗.

这个命题被称为向量共线定理或一维向量基本定理.

证明. 首先证明其必要性. 如果 ∃λ ∈ R, b⃗ = λa⃗，根据数乘向量的定义立刻知道 b⃗ 与 a⃗ 共线. 这个结

论也常称为向量共线的判定定理，它为我们判断向量 b⃗ 与已知向量 a⃗ 是否共线提供了一种方法. 在

这里特别指出，该命题反之不成立，因为若 a⃗ = 0⃗ 而 b⃗ 6= 0⃗，又因为我们规定了零向量被任何数数乘

仍得零向量，所以不存在这样的实数 λ 使得 b⃗ = λa⃗. 也正因如此，我们在向量共线定理中要特别规

定 a⃗ 是非零向量以保证它的充分性.

下面证明其充分性，因为 a⃗ 6= 0，假设存在这样的实数 λ，使得 b⃗ = λa⃗，对该式两边同时取模

长，再根据数乘向量的定义可得，|⃗b| = |λa⃗| = |λ||⃗a|，所以 |λ| = |⃗b|
|⃗a|

.

分情况讨论：如果 a⃗ 与 b⃗ 方向相同，根据数乘向量的定义可知 λ > 0，所以 λ =
|⃗b|
|⃗a|
；如果 a⃗ 与

b⃗ 方向相反，根据数乘向量的定义可知 λ < 0，所以 λ = − |⃗b|
|⃗a|
；特别地，如果 b⃗ = 0⃗，那么 |λ| = 0，

即 λ = 0. 这个事实也常称为向量共线的性质定理.

综上所述，对于确定的共线向量 a⃗ 和 b⃗ 满足 a⃗ 6= 0⃗，总是存在满足条件的 λ，且对于确定的 a⃗

和 b⃗，λ 可以被唯一确定下来.

在一维向量基本定理的基础上，可以得到下面几个非常有用的推论：
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推论 4.1.1.1. 对于任意的两个向量 a⃗ 和 b⃗，若存在不全为 0 的实数 λ 和 µ 使得 λa⃗ + µb = 0⃗，则

a⃗ 与 b⃗ 共线.

证明. 如果 a⃗ 和 b⃗ 中至少有一个零向量，命题显然成立；

如果 a⃗和 b⃗均为非零向量，不妨设 µ 6= 0，那么 b⃗ = −λ

µ
a⃗，根据定理4.1.1的必要性可知 a⃗//⃗b.

这个推论的逆否命题也成立：若 a⃗ 和 b⃗ 不共线，那么这样的实数 λ 和 µ 不存在1 或 λ = µ = 0.

推论 4.1.1.2. 已知平面内互不相同的三点 A,B,C，O 是与 A,B,C 均不相同的任意一点，那么

A,B,C 三点共线，当且仅当存在实数 λ, µ 使得
−−→
OC = λ

−→
OA+ µ

−−→
OB，且满足 λ+ µ = 1.

证明. 首先证明必要性 (判定定理)，由 λ+µ = 1可知 λ = 1−µ，代入得：
−−→
OC = (1−µ)

−→
OA+µ

−−→
OB，

即
−−→
OC −

−→
OA = µ(

−−→
OB −

−→
OA)，也即

−→
AC = µ

−−→
AB，从而 A,B,C 三点共线.

再证明其充分性 (性质定理). 事实上，如果 A,B,C 三点共线，那么一定存在实数 m，使得
−→
AC = m

−−→
AB，即

−−→
OC −

−→
OA = µ(

−−→
OB −

−→
OA)，从而

−−→
OC = (1−m)

−→
OA+m

−−→
OB，我们令 λ = 1−m，

µ = m，则此时 λ+ µ = (1−m) +m = 1.

综上所述，我们证明了上述结论.

定理 4.1.2 (定比分点公式). 已知线段 AB，C 是直线 AB 上一点. 设 −→
AC = λ

−−→
CB，则称 λ 为 C

分线段 AB 的比，这个比是一个 “有向比”，其符号取决于 C 是线段 AB 的内分点还是外分点. 若

C 分线段 AB 的比 λ 6= −1，则对于任意的与 A,B,C 均不相同的点 O，有

−−→
OC =

1

1 + λ

−→
OA+

λ

1 + λ

−−→
OB.

这个公式通常称为定比分点公式.

证明. 因为 −→
AC = λ

−−→
CB，所以

−−→
OC −

−→
OA = λ(

−−→
OC −

−−→
OB)，则 (1 + λ)

−−→
OP =

−→
OA +

−−→
OB，即

−−→
OC =

1

1 + λ

−→
OA+

λ

1 + λ

−−→
OB.

例 4.1. (1) 如下图所示，在 4ABC 中，点 O 是 BC 中点，过点 O 的直线分别交直线 AB、AC

于不同的两点 M、N，若
−−→
AB = m

−−→
AM，

−→
AC = n

−−→
AN，则 m+ n 的值为 .

B
O

C

A

M

N

(2) 在三角形 ABC 中，向量 a⃗ =
−−→
AB +

−→
AC, b⃗ = 3

−−→
AB + 8

−→
AC +

−−→
BC，c⃗ = 4

−−→
CB +

−−→
BA，则下列结论

一定正确的是 ( ).

1在讨论了平面向量基本定理之后，我们可以得到：如果 a⃗ 和 b⃗ 是共面的，那么一定存在这样的 λ 和 µ.
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(A) a⃗+ c⃗//⃗b (B) b⃗+ c⃗//a⃗ (C) a⃗+ b⃗//c⃗ (D) a⃗− b⃗//c⃗

(3) 设点 O 在三角形 ABC 内部，点 D,E 分别为边 AC,BC 的中点，且 |
−−→
OD + 2

−−→
OE| = 1，那么

|
−→
OA+ 2

−−→
OB + 3

−−→
OC| = .

解. (1) 因为 O 是 BC 的中点，由定比分点坐标公式可知
−→
AO =

1

2
(
−−→
AB +

−→
AC). 代入得 −→

AO =

1

2
(m

−−→
AM + n

−−→
AN) =

1

2
m
−−→
AM +

1

2
n
−−→
AN，又因为 O,M,N 三点共线，从而

1

2
m +

1

2
n = 1，所以

m+ n = 2.

评注 4.1.1. 本题实际上用到了中点的向量公式：在 4ABC 中，若 D 是 BC 的中点，那么
−−→
AD =

1

2
(
−−→
AB +

−→
AC). 这是一个很常用的公式.

(2) 我们统一地用
−−→
AB 和

−→
AC 线性表出 a⃗,⃗b 和 c⃗:

b⃗ = 3
−−→
AB + 8

−→
AC + (

−−→
BA+

−→
AC) = 2

−−→
AB + 9

−→
AC ;⃗c = −

−−→
AB − 4(

−−→
BA+

−→
AC) = 3

−−→
AB − 4

−→
AC, 则

a⃗+ b⃗ = 3
−−→
AB + 10

−→
AC; a⃗− b⃗ = −

−−→
AB − 8

−→
AC; a⃗+ c⃗ = 4

−−→
AB − 3

−→
AC; b⃗+ c⃗ = 5

−−→
AB + 5

−→
AC.

显然，b⃗+ c⃗ = 5a⃗，由向量共线定理知：B 项正确，其他三个选项都不正确.

(3) 如图4.8所示：

B C
E

A

D

O

图 4.8:

利用中点的向量公式：|
−→
OA + 2

−−→
OB + 3

−−→
OC| = |

−→
OA +

−−→
OC + 2(

−−→
OB +

−−→
OC)| = |2

−−→
OD + 4

−−→
OE| =

2|
−−→
OD +

−−→
OE| = 2. ♥

观察：如果我们在一条直线上取定一维坐标系 (数轴)，并且取这条直线上的单位向量 e⃗，方向

沿数轴的正方向. 现在我们将与这条直线共线的全体向量移动到以坐标原点为起点的位置，那么这

些向量将由其终点的位置唯一确定. 特别地，对于其中任意一个向量 −−→
OP，根据一维向量基本定理，

存在唯一确定的实数 p 使得
−−→
OP = pe⃗，所以向量

−−→
OP 也可以由实数 p 唯一确定. 事实上，根据第二

章的讨论，我们又知道直线上的点与实数一一对应，因此，就像同一个人的三重身份一样，我们可

以认为一维坐标系上的点，实数和一维向量三者可以等同. 例如在这里，向量 −−→
OP，点 P 和实数 p

可以等同看待，我们不妨将实数 p 称为向量
−−→
OP 的坐标.

e⃗

0 1 p

O P

图 4.9: 一维坐标系上的点，实数和一维向量三者可以等同
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对于二维空间中的向量而言，我们能否同样用二元有序数组来表示任何一个二维向量呢？为了

回答这个问题，我们要先介绍平面向量基本定理：

定理 4.1.3 (平面向量基本定理). 如果两个非零向量 α⃗1 和 α⃗2 是同一平面内的不共线向量，那么对

于这个平面内的任意一个向量 β⃗，存在唯一的二元有序实数组 (λ, µ)，使得 β⃗ = λα⃗1 + µα⃗2，即 β⃗

能够被 α⃗1 和 α⃗2 唯一地线性表出. 反过来，能够被不共线向量 α⃗1 和 α⃗2 线性表出的向量一定在 α⃗1

和 α⃗2 所张成的平面内.

我们称这一平面内的不共线向量 α⃗1 和 α⃗2 为平面内全体向量的一组基或基底. 显然基底的选取

并不唯一，只要是平面内的两个不共线向量都可以作为基底，一旦选定了基底，那么平面内的全体

向量都可以表示成基底的线性组合，基底的全体线性组合构成的集合就是平面内的全体向量构成的

集合.

现在我们建立二维直角坐标系，这样，二维坐标系上的点与二元有序实数组一一对应.我们取定

两个坐标轴上的单位向量 i⃗ 和 j⃗，方向分别沿坐标轴的正方向. 选定原点为平面内所有向量的起点，

那么这些向量将由其终点的位置唯一确定. 特别地，对于其中任意一个向量 −−→
OP，根据一维向量基本

定理，存在唯一确定的二元有序实数组 (x, y) 使得
−−→
OP = x⃗i+ yj⃗. 与此同时，(x, y) 也是点 P 的坐

标. 所以，二维坐标系上的点、二元有序实数组和二维向量是一一对应的，我们可以用二元有序实数

组 (x, y) 来表示向量
−−→
OP，(x, y) 称为向量的坐标，记为

−−→
OP = (x, y)，我们将这种表示向量的方法

叫做向量的坐标表示. 一般情况下，我们讨论的坐标表示都指的是直角坐标系下的表示.

我们将式
−−→
OP = x⃗i+ yj⃗ 称为向量的正交分解，即将向量

−−→
OP 分解为 x⃗i 和 yj⃗ 两个向量的和.

P

x

y

i⃗

j⃗

O

图 4.10: 二维坐标系上的点，二元有序实数组和平面向量三者可以等同

根据正交分解
−−→
OP = x⃗i+ yj⃗，我们立刻得到向量的加减和数乘运算的坐标表示. 设 a= (x1, y1)，

b= (x2, y2)，那么：

a± b = (x1 ± x2, y1 ± y2), ka = (kx1, ky1).

根据平面向量基本定理的唯一性，向量的坐标与向量一一对应，所以向量相等等价于各分量都

相等，即

a = b ⇔ x1 = x2, y1 = y2.

向量共线的坐标表示：若 a//b，那么存在 λ ∈ R 使得 a = λb，即 x1⃗i+ y1j⃗ = λx2⃗i+ λy2j⃗. 根

据平面向量基本定理可知 x1 = λx2，y1 = λy2，消去 λ 得 x1y2 − x2y1 = 0.

因此，向量共线的坐标表示为：

a//b ⇔ x1y2 − x2y1 = 0.
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最后，向量的坐标表示可以推广到 n 维空间的情况.n 维坐标系中的点、n 元有序实数组和 n 维

向量三者一一对应，所以 n 维向量 α 可以表示成 α = (x1, x2, . . . , xn)，这就是 n 维向量的坐标. 其

中 xi 叫做 n 为向量在第 i 个方向上的分量，容易看出，第 i 个方向上的分量同时也是向量分解对

应的线性组合系数.

平面向量基本定理可以用来解决很多平面几何问题，为此，我们讨论几个非常重要的结论.

观察：回顾定比分点公式 (定理4.1.2)，我们可以看到，不管 C 分线段 AB 的比如何，
−−→
OC =

m
−→
OA+ n

−−→
OB 的线性组合系数之和 m+ n 总是定值 1，可见，满足线性组合系数 m+ n = 1 的点 C

的集合是直线 AB.

考虑一般情况，对于
−−→
OP = m

−→
OA+n

−−→
OB，如果线性组合系数 m+n =

1

µ
=定值, µ ∈ R, µ 6= 0，

那么当 m 和 n 变化时，点 P 的运动轨迹如何？

定理 4.1.4 (等和线定理). 设点 P 满足
−−→
OP = m

−→
OA+ n

−−→
OB，且线性组合系数之和 m+ n =

1

µ
，那

么当 m,n 变化时，点 P 的运动轨迹为与 AB 平行的直线 l，且点 O 到 AB 和 l 的有向距离之比

为 µ. 我们称这样的直线 l 为等和线，特别地，当 µ = 1 时，等和线就是 AB 所在直线，这与三点

共线定理 ( 推论4.1.1.2) 一致，三点共线定理可以看作是等和线定理的特殊情况.

A BQ

O

PA′ B′
l

图 4.11: 等和线定理与等比线定理

证明. 如图4.11所示，−−→OP = m
−→
OA+(

1

µ
−m)

−−→
OB = mµ(

−→
OA

µ
)+(1−mµ)(

−−→
OB

µ
) = mµ

−−→
OA′+(1−mµ)

−−→
OB′

其中
−→
OA = µ

−−→
OA′，

−−→
OB = µ

−−→
OB′.

根据三点共线定理，P,A′, B′三点共线，即 P 在A′B′所在直线上.由相似三角形可知A′B′//AB，

且相似比为
1

µ
，所以点 O 到 AB 和 A′B′ 的距离之比为 µ.

A′B′ 与 AB 在点 O 两侧的情况可以类似证明 (留给读者).

定理 4.1.5 (等比线定理). 设点 P 满足
−−→
OP = m

−→
OA+ n

−−→
OB，且线性组合系数之比

m

n
为定值，那

么当 m,n 变化时，点 P 的运动轨迹为与 OQ 所在的直线 (不包含点 O)，其中 Q 分线段 AB 的比

为
n

m
.

证明. 如图4.11所示，设 n

m
= λ，λ 为定值，那么

−−→
OP = m

−→
OA+ n

−−→
OB = m

−→
OA+ λm

−−→
OB，因为 Q

分线段 AB 的比为
n

m
，根据定比分点公式，

−−→
OQ =

1

λ+ 1

−→
OA +

λ

λ+ 1

−−→
OB，所以

−−→
OP 与

−−→
OQ 共线，

即 P 在 OQ 所在直线上 (不包含点 O).
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定理 4.1.6 (奔驰定理). 设点 P 为 4ABC 内一点，则满足

S△PBC

−→
PA+ S△PAC

−−→
PB + S△PAB

−−→
PC = 0⃗.

这个定理俗称奔驰定理.

P

A

B

C

图 4.12: 图 4.13:

证明. 延长 AP 交 BC 于点 D，记 S△PBC , S△PAC , S△PAB 分别为 SA, SB, SC，

则
−→
AP =

SB

S△ADC

−−→
AD =

SC

S△ADB

−−→
AD =

SB + SC

S△ADC

+ S△ADB

−−→
AD =

SB + SC

S△ABC

−−→
AD.

因为
|AP |
|AD|

=
SB

S△ADC

=
SC

S△ADB

，所以
S△ADC

S△ADB

=
SB

SC

=
|CD|
|BD|

.

根据定比分点公式，
−−→
AD =

|CD|
|BC|

−−→
AB +

|BD|
|BC|

−→
AC =

SB

SB + SC

−−→
AB +

SC

SB + SC

−→
AC.

所以
−→
AP =

SB + SC

S△ABC

−−→
AD =

SB

SA + SB + SC

−−→
AB +

SC

SA + SB + SC

−→
AC =

SB

SA + SB + SC

(
−−→
PB −

−→
PA) +

SC

SA + SB + SC

(
−−→
PC −

−→
PA).

上式整理得

SA

−→
PA+ SB

−−→
PB + SC

−−→
PC = 0⃗.

P

A

B

C
D

图 4.14:

例 4.2. (1)设点 P 为 4ABC 内一点，且满足
−→
PA+2

−−→
PB+3

−−→
PC = 0⃗，求 S△PBC : S△PCA : S△PAB.

(2) 在直角三角形 ABC 中，已知 ∠C = 90◦，AC = 3, BC = 4，P 是线段 AB 上的点 ( 不包括点

A 和点 B )，且
−−→
CP = λ ·

−→
CA

|
−→
CA|

+ µ ·
−−→
CB

|
−−→
CB|
，求 λµ 的最大值.

(3) 如下图所示，在 4ABO 中，
−−→
OC =

1

4

−→
OA,

−−→
OD =

1

2

−−→
OB，AD 与 BC 相交于点 M . 在线段 AC

上取点 E，在线段 BD 上取点 F，使 EF 过点 M，设
−−→
OE = λ

−→
OA，

−−→
OF = µ

−−→
OB，求

1

λ
+

3

µ
.



120 第四章 平面向量与复数

O C A

D

B

E

M

F

解. (1) 不妨参考图4.14. 因为 −→
PA+2

−−→
PB+3

−−→
PC = 0⃗，所以

−→
AP =

1

3

−−→
AB+

1

2

−→
AC，系数和为

5

6
，系数

比为
2

3
.根据等和线定理，点 P 与点 A到 BC 的距离之比等于 1− 5

6
=

1

6
，所以 S△PBC =

1

6
S△ABC，

根据等比线定理，
|DC|
|BC|

=
2

5
，所以 S△DAC =

2

5
S△ABC，所以 S△PCA =

5

6
S△DAC =

1

3
S△ABC，所

以 S△PAB = S△ABC − S△PCA − S△PBC =
1

2
S△ABC，即所求比例为 1 : 2 : 3.

事实上根据奔驰定理，立刻得到所求比例为 1 : 2 : 3.

(2)
−−→
CP =

λ

3

−→
CA+

µ

4

−−→
CB，因为 P 在线段 AB 上，根据等和线定理可知

λ

3
+

µ

4
= 1，且 λ ∈ (0, 3)，

因为 µ = 4− 4

3
λ，所以 λµ = λ(4− 4

3
λ) = −4

3
(λ− 3

2
)2 + 3，当 λ =

3

2
时，(λµ)max = 3，所以 λµ

的最大值是 3.

(3) 我们选取
−→
OA 和

−−→
OB 作为平面向量的基底，并记

−→
OA = a,

−−→
OB = b，根据平面向量基本定

理，存在实数 m,n 使得
−−→
OM = ma + nb =

1

4
m
−−→
OC + n

−−→
OB = m

−→
OA +

1

2
n
−−→
OD. 因为 A,M,O 共线，

B,M,C 共线，根据三点共线定理可知


1

4
m+ n = 1,

m+
1

2
n = 1,

，解得m =
1

7
, n =

3

7
，所以

−−→
OM =

1

7
a+

3

7
b.

又因为
−−→
OE = λa,

−−→
OF = µb，

−−→
OM =

1

7λ

−−→
OE +

3

7µ

−−→
OF，

因为 E,M,F 三点共线，由三点共线定理可知
1

7λ
+

3

7µ
= 1，所以

1

λ
+

3

µ
= 7. ♥

评注 4.2.1. 我们在解决平面向量问题时，要有基底的观念，根据平面向量基本定理，我们可以用两

个不共线向量的线性组合表示出全体平面向量，因此在解决问题时，要学会合理地选择基底.

例 4.3. 已知向量 −→a = (λ+2, λ2− cos2 α),−→b = (m,
m

2
+ sinα)，其中 λ,m, α 为实数，若 −→a = 2

−→
b，

则
λ

m
的取值范围是 .

解. 由题意可知 −→
b = (2m,m+ 2 sinα)，所以 2m = λ+ 2，且 2λ2 − 2 cos2 α = λ+ 2 + 4 sinα，即

2λ2 − λ = −2 sin2 α+4 sinα+4 = −2(sinα− 1)2 +6，因为 sinα ∈ [−1, 1]，所以 2λ2 − λ ∈ [−2, 6]，

解得 λ ∈ [−3

2
, 2]，则

λ

m
=

λ
λ
2
+ 1

= 2− 4

λ+ 2
∈ [−6, 1]. ♥

例 4.4. 设 I 为 4ABC 的内心，且 3
−→
IA+ 4

−→
IB + 5

−→
IC = 0，则角 C= .

解. 由奔驰定理，S△IBC

−→
IA+ S△ICA

−→
IB + S△IAB

−→
IC = 0，所以 S△IBC : S△ICA : S△IAB = 3 : 4 : 5.

又因为 I 是三角形 ABC 的内心，I 到三条边的距离相等且都是内切圆的半径 r，所以 S△IBC :

S△ICA : S△IAB = |BC| : |CA| : |AB| = 3 : 4 : 5，所以三角形 ABC 是直角三角形，C 为直角顶点，

所以角 C =
π

2
. ♥
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评注 4.4.1. 设三角形 ABC 中角 A 所对的边为 a，角 B 所对的边为 b，角 C 所对的边为 c，I 为三

角形 ABC 的内心，则根据奔驰定理，我们有：a
−→
IA+b

−→
IB+c

−→
IC =

−→
0 . 由此，如果设二维直角坐标系

的原点为 O，则有 a(
−→
OA−

−→
OI)+b(

−−→
OB−

−→
OI)+c(

−−→
OC−

−→
OI) =

−→
0，整理得

−→
OI =

a
−→
OA+ b

−−→
OB + c

−−→
OC

a+ b+ c
.

将上式用向量的坐标表示，我们得到点 I 的坐标为 I(
axA + bxB + cxC

a+ b+ c
,
ayA + byB + cyC

a+ b+ c
)，这

就是内心坐标公式.

例 4.5. 设 G 为 4ABC 的重心，试证明
−→
GA+

−−→
GB +

−−→
GC = 0⃗.

证明. 延长 AG 交 BC 于点 D，由平面几何知识可知 G 为线段 AD 上靠近 D 的三等分点，结

合中线的向量公式可知
−→
AG =

1

3

−−→
AB +

−→
AC，所以

−→
GA =

1

3
(
−−→
GB −

−→
GA) +

1

3
(
−−→
GC −

−→
GA)，整理得

−→
GA+

−−→
GB +

−−→
GC = 0⃗.

评注 4.5.1. 设二维直角坐标系的原点为 O，根据
−→
GA+

−−→
GB+

−−→
GC = 0⃗，得到

−−→
OG =

1

3
(
−→
OA+

−−→
OB

−−→
OC)，

用坐标表示，可得 G 点的坐标为 (
xA + xB + xC

3
,
yA + yB + yC

3
)，即重心坐标的各分量为三个顶点

的各分量的算术平均，这就是重心坐标公式.

例 4.6. (1)A,B,C 为圆 O 上不同的三点，且 ∠AOB = 120◦，点 C 在劣弧
⌢

AB 内（点 C 与 A,B

不重合），若
−−→
OC = λ

−→
OA+ µ

−−→
OB( λ, µ ∈ R )，则 λ+ µ 的取值范围为 .

(2)直角梯形 ABCD中，CB ⊥ CD，AD//BC，4ABD是边长为 2的等边三角形，P 为平面上的动

点，且满足 |
−−→
CP | = 1. 设 −→

AP = λ
−−→
AD+µ

−−→
AB(λ, µ ∈ R)，则 λ+µ 的最大值为 .

(3) 如右图所示，在 4ABC 中，点 D 满足 BD =
3

4
BC，当 E 点在线段 AD 上移动时，若

−→
AE = λ

−−→
AB + µ

−→
AC，则 (λ− 1)2 + µ2 的最小值为 ( ).

(A) 3
√
10

10
(B)

√
82

4
(C) 9

10
(D)

41

8

B D C

A

E

(4) 如下图所示，在扇形 OAB 中，∠AOB = 120◦，OA = OB = 2，点 M 是 OB 的中点，点 P 是

阴影区域内的任意一点 (包含边界)，若 −−→
OP = m

−→
OA+n

−−→
OM，则 m+n的最大值为 ( ).

(A) 2
√
7

3
(B) 2

√
21

3
(C)

√
7 (D)

4
√
3

3

O M B

A

P

解. (1) 如图4.15所示，λ+ µ 的值取决于等和线的位置，根据等和线定理立刻得到 1 < λ+ µ ≤ 2.

另解：以 O 为原点，AB 的中垂线所在直线为 y 轴建立平面直角坐标系，因为 C 在劣弧
⌢

AB

内（点 C 与 A,B 不重合），所以可设
−−→
OC(2 cosα, 2 sinα), α ∈ (

π

6
,
5π

6
). 因为 −→

OA = (
√
3, 1),

−−→
OB =
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O

BA

C

图 4.15:

BA

C

O x

y

图 4.16:

(−
√
3, 1)，所以 λ

−→
OA + µ

−−→
OB = (

√
3λ −

√
3µ, λ + µ)，所以 λ + µ = 2 sinα. 又因为 sinα ∈ (

1

2
, 1]，

所以 λ+ µ ∈ (1, 2].

(2)如图4.17所示，BD所在直线是 λ+µ = 1对应的等和线.由题意可知 P 点的运动轨迹是以 C

为圆心的半径为 1的圆，如果过圆上各点作 BD的平行线，则与 A点有向距离最远的直线与圆相切，

记为直线 l. 过点 A作 BD 的垂线，分别与 BD 和直线 l 交于点 E 和 F .根据等和线定理，λ+µ的

最大值就是
|AF |
|AE|

. 过点 C 作直线 AF 的垂线于 H，则根据平面几何知识可知，|AE| =
√
3, |EH| =

1× cos 30◦ =

√
3

2
，|HF | 与圆半径相等即 |HF | = 1. 所以 |AF | = |AE|+ |EH|+ |HF | = 1+

3
√
3

2
，

所以 λ+ µ 的最大值为
|AF |
|AE|

=
9 + 2

√
3

6
.

另解 如图4.18，以 C 为原点，
−−→
CB 所在直线为 x 轴，

−−→
CD 所在直线为 y 轴，建立直角坐标系，

所以

C(0, 0), D(0,−
√
3), B(1, 0), A(2,−

√
3).

因为 |
−−→
CP | = 1，所以可设

−−→
CP = (cosα, sinα), α ∈ [0, 2π). 因为 −−→

AB = (−1,
√
3),

−−→
AD =

(−2, 0),
−→
AC = (−2,

√
3), 所以

−→
AP = (cosα− 2, sinα+

√
3).

因为
−→
AP = λ

−−→
AD+µ

−−→
AB，所以

−2λ− µ = cosα− 2,

√
3µ = sinα+

√
3,

⇒


λ = −1

2
cosα−

√
3

6
sinα+

1

2
,

µ =

√
3

3
sinα+ 1,

λ+ µ =

√
3

6
sinα− 1

2
cosα+

3

2
=

√
3

3
sin(α− φ) +

3

2
≤

√
3

3
+

3

2
=

9 + 2
√
3

6
，所以 λ+ µ 的最大值

为
9 + 2

√
3

6
.

(3) 根据等比线定理可知
λ

µ
= 3. 当 E 与点 D 重合时，根据三点共线定理可知 λ + µ = 1，所

以 λ ∈ [0,
1

4
]，所以 t = (λ− 1)2 + (3µ)2 = 10λ2 − 2λ+ 1 = 10(λ− 1

10
)2 +

9

10
，所以当 λ =

1

10
时，

t 取得最小值
9

10
.

(4) 如图4.19，过扇形上一点作与 AM 平行的切线，与 OB 的延长线交于点 C，根据等和线定

理，这条切线是 m+n最大的等和线，即当 P 为切点时，m+n最大.设 OP 与 AM 交于 N，根据

余弦定理可知 AM =
√
7，因为 S△AOM =

1

2
|AM |×|ON | = 1

2
×1×2×sin 120◦，所以 |ON | =

√
21

7
，
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C B

D A

E

F

H

图 4.17:

C
B

D
A

y

x

图 4.18:

所以 |OP |/|ON | = 2
√
21

3
，这就是 m+ n 的最大值，选 B 项. ♥

O M B C

A

N

P

图 4.19:

评注 4.6.1. 这几道例题都可以通过灵活使用等和线定理和等比线定理来解答，将线性组合系数之和

或线性组合系数之比理解为几何上的量，从而将向量问题转化为了几何问题.

4.1.3 向量的数量积，模与夹角，平面向量数量积的应用

设 a和 b是两个非零向量，如图4.20所示，作 −→
OA = a，

−−→
OB = b，我们约定 ∠AOB = θ ∈ [0, π]

为向量 a 和向量 b 的夹角，记作 〈a, b〉 或 〈b,a〉，特别地，当 〈a, b〉 = 0 时，a 与 b 同向；若

〈a, b〉 = π

2
时，我们称 a 和 b 垂直或正交，记作 a ⊥ b，我们规定零向量可以与任何一个向量都垂

直或正交；当 〈a, b〉 = π 时，a 和 b 反向.

a⃗

b⃗

A

B

a⃗

b⃗
θ

图 4.20:

我们定义一种新的运算叫做向量的数量积或内积或点积是

a · b = |a||b| cos〈a, b〉.
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特别地，当 a 和 b 中至少有一个零向量时，我们约定 a 和 b 的数量积是 0，两个向量的数量

积是一个数.

如图4.21所示，过点 B 作 BP ⊥ OA 于点 P，则有向线段 OP 的长度为 |b| cos θ(以 OA 方向

为正方向)，我们将 |b| cos θ 叫做 b 在 a 上的投影长度，简称为投影. 这里的投影是有正负的，当 θ

为锐角时，P 和 A 在 O 点的同侧，投影是正值；当 θ 为钝角时，P 和 A 在 O 点两侧，投影是负

值；当 θ =
π

2
时，P 和 O 重合，投影长度为 0；当 θ = 0 时，投影等于 |b|；当 θ = π 时，投影等

于 −|b|.

一般地，向量 b 在向量 a 上的投影等于
a · b
|b|

.

O
A

B

a⃗

b⃗

θ

P O
A

B

a⃗

b⃗

θ

P O(P )
A

B

a⃗

b⃗

θ

图 4.21:

由此，我们可知两个向量的数量积的几何意义为：a 与 b 的数量积等于 a 的模长与 b 在 a 上

的有向投影长度之乘积，或 b 的模长与 a 在 b 上的有向投影长度之乘积. 在物理中，恒力 F 沿着

位移 s 所做的功就是 F · s.

向量数量积的引入为描述两个向量间的垂直关系带来了方便，即:

a⃗ · b⃗ = 0 ⇔ a⃗与b⃗垂直

因为我们约定了零向量与任何向量都垂直，所以不论 a⃗ 和 b⃗ 是不是零向量，上面的结论总是成

立的.

与此类似，a⃗ · b⃗ > 0 等价于 cos θ > 0，即 a⃗ 和 b⃗ 是零角或锐角；由 a⃗ · b⃗ < 0 等价于 cos θ < 0，

即 a⃗ 和 b⃗ 是平角或钝角.

我们定义任意一个向量 v⃗ 的模或模长为 |v⃗| =
√
v⃗ · v⃗，这个式子称为向量的模长公式，特别地，

若 |v⃗| = 1，则称这样的 v⃗ 为单位向量. 一个非零向量所确定的单位向量 e⃗ =
a⃗

|⃗a|
，这里的 e⃗ 是沿 a⃗

方向的单位向量.

根据数量积的定义可知，两非零向量 a⃗ 和 b⃗ 的夹角 θ 满足 cos θ =
a⃗ · b⃗
|⃗a||⃗b|

，其中 θ ∈ [0, π]. 我们

将这个式子称为向量的夹角公式. 这里 cos θ 在 [0, π] 上是单调函数，即对于两个确定的向量 a⃗ 和 b⃗，

它们的夹角可以被唯一地确定下来.

根据数量积的定义，我们还可得到数量积具有如下的运算律：

1◦ 交换律：a⃗ · b⃗ = b⃗ · a⃗；

2◦ 数乘结合律：(λa⃗) · b⃗ = a⃗ · (λ⃗b);

3◦ 分配律：a⃗ · (⃗b+ c⃗) = a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗;
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4◦ 综合数乘结合律和分配律，可以得到向量数量积的线性运算法则：u⃗ · (cv⃗ + dw⃗) = cu⃗ · v⃗ + du⃗ · w⃗.

5◦ a⃗2 = a⃗ · a⃗ = |⃗a|2 ≥ 0，当且仅当 a⃗ = 0⃗ 时等号成立.

这里特别指出，连续的向量数量积并没有结合律，即 a⃗ · (⃗b · c⃗) = (⃗a · b⃗) · c⃗ 一般是不成立的！

例 4.7. 证明：平行四边形对角线的平方和等于各边的平方和.

证明. 如图所示，这等价于证明对于任意两向量 a⃗ 和 b⃗，|⃗a+ b⃗|2 + |⃗a− b⃗|2 = 2(|⃗a|2 + |⃗b|2).

A B

D C

a⃗

b⃗

a⃗+ b⃗

a⃗− b⃗

图 4.22:

根据向量数量积的运算法则，L.H.S. = (⃗a+ b⃗)2 + (⃗a− b⃗)2 = a⃗2 + b⃗2 + 2a⃗ · b⃗+ a⃗2 + b⃗2 − 2a⃗ · b⃗ =

2(⃗a2 + b⃗2).

事实上，因为向量的数量积满足结合律和分配律，所以代数恒等式 (a+b)2+(a−b)2 = 2(a2+b2)

加上向量箭头之后依然是成立的.

接下来我们介绍向量数量积的坐标表示. 设直角坐标系中的 i⃗ 和 j⃗ 分别是 x 轴和 y 轴方向

上的单位向量. 设 a⃗ = (x1, y1), b⃗ = (x2, y2)，将两个向量写成正交分解式并作点乘，得到 a⃗ · b⃗ =

(x1⃗i+y1j⃗) · (x2⃗i+y2j⃗) = x1x2⃗i
2+(x1y2+x2y1)⃗i · j⃗+y1y2j⃗.因为 i⃗2 = |⃗i|2 = 1, j⃗2 = |⃗j|2 = 1, i⃗ · j⃗ = 0，

所以交叉项消失，a⃗ · b⃗ = x1y1 + x2y2.

由模长公式可以得到向量模的坐标表示，设 v⃗ = (x, y)：

|v⃗| =
√
v⃗ · v⃗ =

√
x2 + y2.

设向量 v⃗0 =
v⃗

|v⃗|
=

1√
x2 + y2

(x, y) = (
x√

x2 + y2
,

y√
x2 + y2

)，这就是 v⃗ 所确定的单位向量.

由模长公式的坐标表示可推出平面内两点间的距离公式：设 A(x1, y1), B(x2, y2)，则
−−→
AB = (x2−

x1, y2 − y1)，A,B 之间的距离 = |
−−→
AB| =

√
−−→
AB2 =

√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2.

另外，设 a⃗ = (x1, y1), b⃗ = (x2, y2)，因为 a⃗ · b⃗ = 0 ⇔ a⃗ ⊥ b⃗，而 a⃗ · b⃗ = x1x2 + y1y2，即

a⃗ ⊥ b⃗ ⇔ x1x2 + y1y2 = 0.

这个式子称为向量垂直的坐标表示.

例 4.8. (1) 设 e⃗1 和 e⃗2 是平面单位向量，且 e⃗1 · e⃗2 =
1

2
.⃗a = 2e⃗1 + 3e⃗2, b⃗ = 3e⃗1 + 4e⃗2，求 cos〈⃗a, b⃗〉.

(2) 在三角形 ABC 中，对于任意的 t ∈ R，均有 |
−−→
AB − t

−→
AC| ≥ |

−−→
BC|，试判断 4ABC 的形状.

(3) 如图所示，在 4ABC 中，D 是 BC 的中点，E 和 F 是 AD 上的两个三等分点，
−−→
BA ·

−→
CA = 4，

−−→
BF ·

−−→
CF = −1，则

−−→
BE ·

−−→
CE 的值为 .
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D

F

E

A

CB

(4) 设平面向量 ααα,βββ 满足 |ααα+ 2βββ| = 3，|2ααα+ 3βββ| = 4，则 ααα · βββ 的范围是 .

解. (1)⃗a · b⃗ = (2e⃗1 + 3e⃗2) · (3e⃗1 + 4e⃗2) =
53

2
，|⃗a| =

√
a⃗ · a⃗ =

√
19, |⃗b| =

√
b⃗ · b⃗ =

√
37，所以

cos〈⃗a, b⃗〉 =
53
2√

19×
√
37

=
53
√
703

1406
.

(2) 选择
−−→
AB 和

−→
AC 作为基底，此时 |

−−→
AB− t

−→
AC| ≥ |

−−→
BC|，等价于 |

−−→
AB− t

−→
AC|2 ≥ |

−→
AC −

−−→
AB|2，

即 |
−−→
AB|2 + |

−→
AC|2t2 − 2t

−−→
AB ·

−→
AC ≥

−−→
AB2 +

−→
AC2 − 2

−−→
AB ·

−→
AC，即 (|

−→
AC|2)t2 − (2

−−→
AB ·

−→
AC)t+ ≥

+(2
−−→
AB ·

−→
AC −

−→
AC2) ≥ 0 对任意的 t ∈ R 恒成立，

这等价于判别式 ∆ ≤ 0，为了简洁，不妨记
−−→
AB ·

−→
AC = E,

−→
AC = F，则 ∆ = (4E)2 − 4F 2(2E−

F ) = 4(E−F )2 ≤ 0，所以 E−F = 0，即
−−→
AB ·

−→
AC =

−→
AC ·

−→
AC，所以

−→
AC ·(

−−→
AB−

−→
AC) =

−→
AC ·

−−→
CB = 0，

所以
−→
AC ⊥

−−→
CB，所以三角形 ABC 是直角三角形.

事实上，我们也可以从几何意义上来考虑. 如图4.23所示，设 t
−→
AC =

−−→
AC ′，因为 t 是任意的实

数，所以 C ′ 是 AC 边所在直线上的任意一点.|−−→AB − t
−→
AC| = |

−−→
AB −

−−→
AC ′| = |

−−→
C ′B|，即对于直线 AC

上的任意一点 C ′，都有 |BC ′| ≥ |BC|. 又因为直线外一点到直线上任意一点的距离中，垂线段最短，

所以 BC ⊥ AC，三角形 ABC 是直角三角形.

B A

C

C ′

图 4.23:

(3) 选择
−−→
BD 和

−−→
DF 为平面的一组基底，并记

−−→
BD = a,

−−→
DF = b，则

−−→
BA = a + 3b,

−→
CA =

−a+ 3b,
−−→
BE = a+ 2b,

−−→
CE = −a+ 2b,

−−→
BF = a+ b,

−−→
CF = −a+ b.

所以
−−→
BA ·

−→
CA = (a + 3b) · (−a + 3b) = 9|b|2 − |a|2 = 4，

−−→
BF ·

−−→
CF = (a + b) · (−a + b) =

|b|2 − |a|2 = −1，解得 |a|2 = 13

8
, |b|2 = 5

8
.

则
−−→
BE ·

−−→
CE = (a+ 2b) · (−a+ 2b) = 4|b|2 − |a|2 = 7

8
.

(4)记 ααα+2βββ = aaa，2ααα+3βββ = bbb，并选取 aaa和 bbb为平面的一组基底，那么 ααα = 2bbb−3aaa，βββ = 2aaa−bbb，

所以 ααα ·βββ = (2bbb−3aaa) · (2aaa−bbb) = 7aaa ·bbb−6aaa2−2bbb2 = 7|aaa||bbb| cos〈aaa,bbb〉−6|aaa|2−2|bbb|2 = 84 cos〈aaa,bbb〉−86.

因为 cos〈aaa,bbb〉 ∈ [−1, 1]，所以 ααα · βββ ∈ [−170,−2]. ♥

平面向量的数量积以及模、夹角的概念也可以用来解决平面几何的问题，下面我们介绍几个重

要的定理.
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定理 4.1.7 (极化恒等式). 已知线段 AB，M 是线段 AB 的中点，那么对于线段 AB 外一点 P，有：

−→
PA ·

−−→
PB = |

−−→
PM |2 − |

−−→
AB|2

4
.

证明. 根据中点的向量公式，−−→PM =
1

2
(
−→
PA+

−−→
PB)，两边平方可得 |

−−→
PM |2 = 1

4
(
−→
PA+

−−→
PB)2 =

1

4
[(
−−→
PB−

−→
PA)2 + 4

−→
PA ·

−−→
PB] =

1

4
|
−−→
AB|2 +

−→
PA ·

−−→
PB，整理得

−→
PA ·

−−→
PB = |

−−→
PM |2 − |

−−→
AB|
4

.

极化恒等式在某些情况下能够为数量积的计算提供一个较为直接的方案.

例 4.9. 已知矩形 ABCD 中 AB = 2，AD = 1，P 在矩形 ABCD 的边界上运动，求
−→
PA ·

−−→
PB 的

取值范围.

解. 由极化恒等式 (定理4.1.7)，−→
PA ·

−−→
PB = |PM |2 − 1

4
|AB|2 = |PM |2 − 1，其中 M 是 AB 的中点.

显然 |PM | ∈ [0,
√
2]，所以

−→
PA ·

−−→
PB ∈ [−1, 1]. ♥

我们知道一个三角形中含有各种各样的几何量，例如三边长、三个角的度数以及面积等，它们

之间存在确定的关系.对于一般三角形，我们在初中阶段已经定性地研究过了三角形的边角关系，得

到了判定三角形全等的方法：SSS,SAS,ASA,AAS. 这些判定方法表明，给定三角形的三个角、三个

边这六个元素中的某一些元素，就可以唯一地确定一个三角形. 下面我们用向量方法研究这些元素

的定量关系.

根据判定三角形全等的方法 SAS 可知，给定两边和其夹角的三角形是唯一确定的，那么用这两

个边及其夹角来表示三角形的其他边和角的公式是什么？

观察：设三角形 ABC 中，三个角 A,B,C 所对的边分别是 a, b, c，怎样用 a, b, C 来表示 c？

定理 4.1.8 (余弦定理). 在三角形 ABC 中，一边的平方等于其他两边的平方和减去这两边与它们

夹角的余弦值的积的两倍，即

a2 = b2 + c2 − 2bc cosA;

b2 = c2 + a2 − 2ca cosB;

c2 = a2 + b2 − 2ab cosC.

有了余弦定理，我们可以从三角形的已知两边及其夹角直接按照上面的公式计算出第三边.

证明. 设 −−→
CB = a⃗,

−→
CA =

−→
b ,

−−→
AB = −→c，那么 −→c = −→a −

−→
b，如图4.24所示.

所以 |⃗c|2 = (⃗a− b⃗) · (⃗a− b⃗) = |⃗a|2+ |⃗b|2−2a⃗ · b⃗ = |⃗a|2+ |⃗b|2−2|⃗a||⃗b| cos〈⃗a, b⃗〉 = a2+b2−2ab cosC.

完全类似地，可以证明 a2 = b2 + c2 − 2bc cosA, b2 = c2 + a2 − 2ca cosB.

推论 4.1.8.1. 在三角形 ABC 中，若已知三角形的三条边，则有

cosA =
b2 + c2 − a2

2bc
;

cosB =
c2 + a2 − b2

2ca
;

cosC =
a2 + b2 − c2

2ab
.

根据三角形全等的判定 SSS 可知三边都确定的三角形能够被唯一地确定，上面的公式可以在已

知三角形三条边的情况下计算出三个角的大小.
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C B

A

b⃗

a⃗

c⃗

图 4.24:

已知三角形的六个元素 (三个角 A,B,C，三个角所对的三条边 a, b, c) 中的一些元素求另一些

元素的过程叫做解三角形，在下一章中我们会进一步讨论解三角形的技巧和方法.

余弦定理及其推论为我们提供了已知两边及其夹角、已知三边直接解三角形的公式. 如果已知

两角和一边 (AAS 和 ASA)，也能唯一地确定三角形，那么这种情况下解三角形的公式是什么？

定理 4.1.9 (正弦定理). 在三角形 ABC 中，各边和它所对角的正弦值的比相等，即

a

sinA =
b

sinB =
c

sinC .

事实上，这个比例恰等于三角形外接圆的直径. 说明如下：作图4.25，根据同弧所对的圆周角大小相

等，A = ∠BPC，而在直角三角形 BPC 中 a = |BC| = 2R sin∠PBC = 2R sinA，其中 R 是外接

圆半径，即：
a

sinA =
b

sinB =
c

sinC = 2R.

O

A
P

CB

图 4.25:

正弦定理的详细证明从略.

正弦定理不仅可以解决已知两角一边解三角形的问题，还可以解决已知两边及其对角解三角形

的问题. 我们将在下一章具体地讨论这些问题.

定理 4.1.10 (中线长公式). 在 4ABC 中，设 AM 是 BC 边上的中线. 如果 4ABC 的三个角

A,B,C 所对的边分别是 a, b, c，那么中线长 AM 可以按下式计算：

|AM |2 = b2 + c2

2
− a2

4
.

这个公式被称为中线长公式. 对于另外两条边上的中线，公式的形式完全类似.
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证明. 根据极化恒等式 (定理4.1.7)，−−→AB ·
−→
AC = |AM |2− |BC|2

4
，所以 |AM |2 =

−−→
AB ·

−→
AC+

|BC|2

4
=

|AB| · |AC| cos〈−−→AB,
−→
AC〉+ |BC|2

4
= bc cosA+

a2

4
.

根据余弦定理的推论 (角化边，推论4.1.8.1)，cosA =
b2 + c2 − a2

2bc
，所以 |AM |2 = b2 + c2 − a2

2
+

a2

4
=

b2 + c2

2
− a2

4
.

例 4.10. (1)在 4ABC 中,AB = 2, AC = 1, BC =
√
7,O 为 4ABC 的外心,且 −→

AO = λ
−−→
AB+µ

−→
AC，

则 λ+ µ = .

(2) 已知 4ABC 的外心为 O，且 2
−→
OA+ 3

−−→
OB + 4

−−→
OC =

−→
0 , 则 cos∠BAC 的值是 .

(3) 已知 4ABC 中，AB = 2, AC = 3, CA = 4.O,G 分别是 4ABC 的外心和重心，求
−→
AO ·

−→
AG.

解. (1)在三角形 ABC 中，由余弦定理得 cosA =
4 + 1− 7

2× 2× 1
= −1

2
，因为 A ∈ (0, π)，所以 A =

2π

3
，

所以
−−→
AB ·

−→
AC = 2× 1× (−1

2
) = −1.

如图4.26所示，因为 O 是外心，所以
−→
AO 在

−−→
AB 和

−→
AC 上的投影长度分别为

1

2
|
−−→
AB| 和 1

2
|
−→
AC|，

根据数量积的几何意义可知
−→
AO ·

−−→
AB =

1

2
|AB|2 = 2，

−→
AO ·

−→
AC =

1

2
|AC|2 = 1

2
.

因为
−→
AO = λ

−−→
AB + µ

−→
AC，等式两边分别与

−−→
AB 和

−→
AC 点乘，得：


−→
AO ·

−−→
AB = λ|

−−→
AB|2 + µ

−−→
AB ·

−→
AC = 4λ− µ = 2,

−→
AO ·

−→
AC = λ

−−→
AB ·

−→
AC + µ|

−→
AC|2 = −λ+ µ =

1

2
,

解得 λ =
5

6
, µ =

8

6
，所以 λ+ µ =

13

6
.

B

AC

O

图 4.26:

(2) 不妨设 4ABC 的外接圆半径为 1，由已知得 2
−→
OA = −3

−−→
OB − 4

−−→
OC，两边平方得 4 =

9 + 16 + 24
−−→
OB ·

−−→
OC，解得

−−→
OB ·

−−→
OC = −7

8
.

同理可得，
−→
OA ·

−−→
OC = −11

16
,
−→
OA ·

−−→
OB =

1

4
.

所以
−−→
AB ·

−→
AC = (

−−→
OB −

−→
OA) · (

−−→
OC −

−→
OA) =

−−→
OB ·

−−→
OC −

−→
OA ·

−−→
OC −

−→
OA ·

−−→
OB + |

−→
OA|2 =

−7

8
+

11

16
− 1

4
+ 1 =

9

16
.

|
−−→
AB|2 = (

−−→
OB −

−→
OA)2 = |

−−→
OB|2 + |

−→
OA|2 − 2

−−→
OB ·

−→
OA = 2 − 1

2
=

3

2
，|

−→
AC|2 = (

−−→
OC −

−→
OA)2 =

|
−−→
OC|2 + |

−→
OA|2 − 2

−−→
OC ·

−→
OA = 2 +

11

8
=

27

8
.
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所以 cos∠BAC =

−−→
AB ·

−→
AC

|
−−→
AB||

−→
AC|

=
9
16√

3
2
×
√

27
8

=
1

4
.

(3)因为 O 是外心，所以
−→
AO ·

−→
AC =

1

2
|AC|2,

−→
AO ·

−→
AC =

1

2
|AC|2,

−→
AO ·

−−→
AB =

1

2
|AB|2.而因为 G

是重心，所以
−→
AG =

1

3
(
−−→
AB +

−→
AC)，所以

−→
AO ·

−→
AG =

−→
AO · 1

3
(
−−→
AB +

−→
AC) =

1

6
(|AB|2 + |AC|2) = 10

3
.

♥

例 4.11. (1) 已知向量 −→a、
−→
b、−→c 满足 |−→a | : |

−→
b | : |−→c | = 1 : k : 3(k ∈ Z+)，且

−→
b −−→a = 2(−→c −

−→
b )，

若 α 为 −→a、−→c 的夹角，则 cosα= .

(2)已知 −→a、
−→
b 两个互相垂直的单位向量，且 −→c ·−→a = −→c ·

−→
b = 1，则对任意的正实数 t，|−→c +t−→a +

1

t

−→
b |

的最小值是 .

(3) 已知
−−→
AB ⊥

−→
AC，|

−−→
AB| =

1

t
, |
−→
AC| = t，如果点 P 是三角形 ABC 所在平面内的一点，且

−→
AP =

−−→
AB

|
−−→
AB|

+
4
−→
AC

|
−→
AC|
，那么

−−→
PB ·

−−→
PC 的最大值为 ( ).

(A) 13 (B) 15 (C) 19 (D) 21

解. (1) 选择 a 和 c 作为基底，那么 b =
1

3
a +

2

3
c，平方得 |b|2 =

1

9
|a|2 +

4

9
|c|2 +

4

9
a · c =

1

9
|a|2 +

4

9
|c|2 +

8

9
|a||c| cosα. 因为 |a| : |b| : |c| = 1 : k : 3，所以 k2 =

1

9
+ 4 +

4

3
cosα. 因为

cosα ∈ [−1, 1]，所以 k2 ∈ [
25

9
,
49

9
]，又因为 k ∈ Z+，所以满足条件的只有 k = 2，此时 cosα = − 1

12
.

(2)由题设，−→c 在 −→a 和
−→
b 方向上的投影长度均为 1，数形结合可知 |−→c | =

√
2，从而 |−→c +t−→a +

1

t

−→
b |2 = |−→c |2+t2|−→a |2+ 1

t2
|
−→
b |2+2t−→c ·−→a +

2

t
−→c ·

−→
b +−→a ·

−→
b = 2+t2+

1

t2
+2t+

2

t
= (t+

1

t
)2+2(t+

1

t
).

根据对勾函数的性质，t+
1

t
的最小值为 2，所以 |−→c +t−→a +

1

t

−→
b |2 的最小值为 8，所以 |−→c +t−→a +

1

t

−→
b |

的最小值是 2
√
2.

(3) 以 A 为原点，分别沿
−−→
AB 和

−→
AC 方向为 x 轴和 y 轴的正方向建立平面直角坐标系，则

−−→
AB = (

1

t
, 0)，

−→
AC = (0, t)，

−→
AP = (1, 4)，所以

−−→
PB = (

1

t
− 1,−4)，

−−→
PC = (−1, t − 4)，所以

−−→
PB ·

−−→
PC = 1− 1

t
+16− 4t = 17− (4t+

1

t
). 根据对勾函数的性质，4t+

1

t
的最小值为 4，当且仅当

t = 2 时取得最小值，所以
−−→
PB ·

−−→
PC 的最大值为 13，选择 A 项. ♥

4.1.4 三角不等式和柯西不等式

我们以向量为背景介绍两个重要的不等式：三角不等式和柯西不等式.

回顾和向量的定义，如图 4.4 所示，根据三角形中两边之和大于第三边，两边之差小于第三边

的事实，不难验证下面的命题对于任意的两个向量 a 和 b 都成立：

定理 4.1.11 (三角不等式). 对于任意的两个向量 a 和 b，都有：

||a| − |b|| ≤ |a+ b| ≤ |a|+ |b|;

用 −b 替换上式中的 b，可得：

||a| − |b|| ≤ |a− b| ≤ |a|+ |b|.
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或者写成

||a| − |b|| ≤ |a± b| ≤ |a|+ |b|.

上述等号均在 a 与 b 共线时取得，以不等式 |a| − |b| ≤ |a + b| ≤ |a| + |b| 为例，当两者同向

时取得右边的等号，两者反向时取得左边的等号.

例 4.12. 已知 x, y ∈ R，求函数 z(x, y) = (x− y)2 + (
9

x
−
√
2− y2)2 的最小值.

解. 不妨构造向量 v = (x,
9

x
),w = (y,

√
2− y2)，那么 z(x, y) = |v−w|2.根据三角不等式，z(x, y) ≥

||v| − |w||2 = (

√
x2 + (

9

x
)2 −

√
2)2，根据对勾函数的性质，x2 + (

9

x
)2 ≥ 18，当且仅当 x2 = 9 时取

得等号. 所以 z(x, y) ≥ (3
√
2−

√
2)2 = 8.

下面考虑等号成立条件，因为 v 和 w 是同向的，不妨设 v = λw，其中 λ > 0，此时
x = my,

9

x
= m

√
2− y2,

注意到 x > 0，所以 x = 3，代入消去 m 得
y√

2− y2
= 1，解得 y = 1，因此

当 (x, y) = (3, 1) 时，z 取得最小值 8. ♥

设任意两个向量 a和 b，两者的夹角为 θ ∈ [0, π]，根据向量的夹角公式，我们有 cos θ =
a · b

|a| · |b|
，

再根据 cos θ 的有界性可知，−1 ≤ a · b
|a| · |b|

≤ 1，即 −|a| · |b| ≤ a · b ≤ |a| · |b|. 这是一个非常重要

的不等式.

定理 4.1.12 (柯西不等式). 对于任意的两个向量 a 和 b，都有：

−|a| · |b| ≤ a · b ≤ |a| · |b|.

两个等号分别当 cos θ = −1 和 cos θ = 1 时取到，即两个等号均在 a 和 b 共线时取得，其中左

边的等号在 a 和 b 反向时取得，右边的等号在 a 和 b 同向时取得.

考虑 a和 b是平面向量的情况，不妨设其坐标分别为 a = (x1, y1), b = (x2, y2)，其中 x1, x2, y1, y2

是任意实数，由此可得，对于 ∀x1, x2, y1, y2 ∈ R：

−
√

x2
1 + y21 ·

√
x2
2 + y22 ≤ x1y1 + x2y2 ≤

√
x2
1 + y21 ·

√
x2
2 + y22 .

两个等号均在 x1y2 = x2y1 时取到，其中右边的等号在
x1

x2

=
y1
y2

> 0 时取得，左边的等号在
x1

x2

=
y1
y2

< 0 时取得，两种情况分别对应着向量同向和反向的情况. 这个不等式称为柯西不等式.

通过对柯西不等式取平方，可得到下面的命题：对于 ∀x1, x2, y1, y2 ∈ R，有

(x2
1 + x2

2)(y
2
1 + y22) ≥ (x1x2 + y1y2)

2.

当且仅当 x1y2 = x2y1 时，等号成立. 这个命题也是柯西不等式的一个常用形式.
柯西不等式可以推广到 n元情况，考虑 n维空间中的向量 a = (a1, a2, . . . , an), b = (b1, b2, . . . , bn)

可知对于 ∀a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn ∈ R，有

−
√

a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
n ·
√

b21 + b22 + · · ·+ b2n ≤ a1b1+a2b2+· · ·+anbn ≤
√

a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
n ·
√

b21 + b22 + · · ·+ b2n.

或

(a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn)
2 ≥ (a21 + a22 + · · ·+ a2n)(b

2
1 + b22 + · · ·+ b2n)

当且仅当
a1
b1

=
a2
b2

= · · · = an
bn
时等号成立.
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例 4.13. (1) 函数 y =
√
7− x+

√
9 + x 的最大值为 .

(2) 实数 x, y 满足 x2 + y2 = 20，则 xy + 8x+ y 的最大值为 .

解. (1)由柯西不等式，
√
7− x+

√
9 + x = 1×

√
7− x+1×

√
9 + x ≤

√
2·
√
(
√
7− x)2 + (

√
9 + x)2 =

√
2 ·

√
16 = 4

√
2.

当且仅当 7− x = 9 + x 即 x = −1 时取得等号，所以最大值为 4
√
2.

本题也可以三角换元求解，过程留给读者.

(2) 考虑三维向量 (x, 8, y) 和 (y, x, 1)，根据柯西不等式:

xy + 8x+ y = x× y + 8× x+ y × 1 ≤
√
x2 + 82 + y2

√
y2 + x2 + 1 = 42

等号成立条件
x

y
=

8

x
= y，解出 x = 4, y = 2，因此所求最大值是 42.

本题不宜做三角换元，因为最终得到的三角函数处理起来相当复杂. ♥

习题 4.1

1. 设向量 −→a1 = (1, 5),−→a2 = (4,−1),−→a3 = (2, 1),λ1, λ2, λ3 都是非负实数，λ1 +
λ2

2
+

λ3

3
= 1, 则

|λ1
−→a1 + λ2

−→a2 + λ3
−→a3| 的最小值为 .

2. 已知向量
−→
OA，

−−→
OB 垂直，且 |

−→
OA| = |

−−→
OB| = 24 . 若 t ∈ [0, 1]，则 |t

−−→
AB−

−→
AO|+| 5

12

−−→
BO−(1−t)

−−→
BA|

的最小值为 .

3. 已知圆 O : x2 + y2 = 1 为 4ABC 的外接圆，且 tanA = 2，若
−→
AO = x

−−→
AB + y

−→
AC，则 x+ y 的

最大值为 .

4. 已知点 A(1,−1)、B(4, 0)、C(2, 2). 平面区 D 由所有满足
−→
AP = λ

−−→
AB + µ

−→
AC （1 < λ ≤ a，

1 < µ ≤ b）的点 P (x, y) 组成的区域. 若区域 D 的面积为 8，则 a+ b 的最小值为 .

5. 如图，在直角梯形 ABCD 中，已知 AB⊥AD，AD = DC = 1，AB = 3，动点 P 在以点 C 为圆

心且与直线 BD 相切的圆内运动．
−→
AP = α

−−→
AD+ β

−−→
AB(α, β ∈ R)，则 α+ β 的取值范围是 .

A B

C

D P

6. 已知 O 为 4ABC 所在平面上一定点，动点 P 满足
−−→
OP =

−→
OA + λ(

−−→
AB

|
−−→
AB|

+

−→
AC

|
−→
AC

|) ，其中

λ ∈ [0,+∞) ，则 P 点的轨迹为 .

7. 在 4ABC 中，D 为 BC 边的中点，动点 E 在线段 AD 上移动时，若
−−→
BE = λ

−−→
BA+ µ

−−→
BC，则

s = λ2 + µ 的最小值是 .

8. 已知点 P 是 4ABC 的外心，且
−→
PA+

−−→
PB + λ

−−→
PC =

−→
0 , C = 120◦，则 λ = .
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9. 在 4ABC 中，∠BAC = 60◦，∠BAC 的平分线 AD 交 BC 于 D，且有
−−→
AD =

1

4

−→
AC + t

−−→
AB，若

AB = 8，则 AD = .

10. 在正方形 ABCD 中，M 是 BC 的中点，若
−→
AC = λ

−−→
AM + µ

−−→
BD，则 λ+ µ= .

11. 如图，在 4ABC 中，D、E、F 分别为 BC、CA、AB 上的点，且 CD =
3

5
BC，EC =

1

2
AC，

AF =
1

3
AB. 设 P 为四边形 AEDF 内一点（P 不在边界上），若

−−→
DP = −1

3

−−→
DC + x

−−→
DE，则实

数 x 的取值范围为 .

DB C

A

F
E

12. 设 G 为 4ABC 的重心，PQ 过重心 G� 且满足 −−→
CP = m

−→
CA，

−−→
CQ = n

−−→
CB，则

1

m
+

1

n
= .

13. 设平面向量 −→a ,
−→
b 满足 |−→a +

−→
b | = 3，则 −→a ·

−→
b 的最大值为 .

14. 已知平面向量 −→a ,
−→
b ,−→c 满足 |−→a | = 1，|

−→
b | = 2 ，|−→c | = 3 ，0 < λ < 1 ，若

−→
b · −→c = 0，则

|−→a − λ
−→
b − (1− λ)−→c | 所有取不到的值的集合为 .

15. 已知 −→a 和
−→
b 的夹角为 120◦，且 |−→a | = 2, |

−→
b | = 5，则 (2−→a −

−→
b ) · −→a = .

16. 设 |
−−→
AB| = 10. 若平面上点 P 满足，对于任意 t ∈ R，有 |

−→
AP − t

−−→
AB| ≥ 3，则

−→
PA ·

−−→
PB 的最小值

为 ，此时 |
−→
PA+

−−→
PB|= .

17. 如图，在 Rt4ABC 中，∠ACB =
π

2
, AC = BC = 2，点 P 是斜边 AB 上一点，且 BP = 2AP，

则
−−→
CP ·

−→
CA+

−−→
CP ·

−−→
CB = .

C A

P

B

18. 在边长为 8 的正方形 ABCD 中，M 是 BC 的中点，N 是 AD 边上的一点，且 DN = 3NA，若

对于常数 m, 在正方形 ABCD 的边上恰有 6 个不同的点 P，使
−−→
PM ·

−−→
PN = m，则实数 m 的取

值范围 .

19. 设 −→a ,
−→
b ,−→c 是同一平面内的三个单位向量，且 −→a ⊥

−→
b ，则 (−→c −−→a ) · (−→c −

−→
b )的最大值是 .

20. 设正六边形 ABCDEF 的边长为 1，则 (
−−→
AB +

−−→
DC) · (

−−→
AD +

−−→
BE)= .
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21. 设平面向量 −→α、
−→
β 满足 |−→α |，|

−→
β |，|−→α +

−→
β | ∈ [1, 3]，则 −→α ·

−→
β 的取值范围是 .

22. 已知向量 −→a、
−→
b 的夹角为 60◦，且 |−→a | = 1，|−→a −

−→
2b| =

√
13，则 |

−→
b |= .

23. 在4ABC中，AB = 5 ,AC = 4，且
−−→
AB·

−→
AC = 12 ,设 P 是平面ABC上的一点，则

−→
PA·(

−−→
PB+

−−→
PC)

的最小值为 .

24. 在 4ABC 中，AB =
√
2, AC =

√
3,∠BAC = 30◦ ，P 是 4ABC 所在平面上任意一点，则

µ =
−→
PA ·

−−→
PB +

−−→
PB ·

−−→
PC +

−−→
PC ·

−→
PA 的最小值是 .

25. 已知 4ABC 中，
−−→
AB ·

−−→
BC = 3

−→
CA ·

−−→
AB ，则

|
−→
AC|+ |

−−→
AB|

|
−−→
BC|

的最大值是 .

26. 已知 MN 是边长为 2
√
6 的等边 4ABC 的外接圆的一条动弦，MN = 4 ，P 为 4ABC 的边上

动点，则
−−→
MP ·

−−→
PN 的最大值为 .

27. 在 4ABC 中，∠BAC = 120◦，AB = 2，AC = 1，D 为边 BC 上的一点 (包括端点)．则 −−→
AD ·

−−→
BC

的取值范围是 .

28. 在 4ABC 中，AB = 3, AC = 5,
−−→
BA ·

−−→
BC = 1 , 则 BC = .

29. 已知点 P (−2, 5) 在圆 C : x2 + y2 − 2x− 2y+ F = 0 上，直线 l : 3x+ 4y+ 8 = 0 与圆 C 相交于

A、B 两点，则
−−→
AB ·

−−→
BC = .

30. 在矩形 ABCD 中，AB = 3，AD = 4，P 为矩形 ABCD 所在平面上一点，满足 PA = 2，

PC =
√
21，则

−−→
PB ·

−−→
PD= .

31. 设 A1、A2、A3、A4 是平面直角坐标系中两两不同的四点，若
−−−→
A1A3 = λ

−−−→
A1A2(λ ∈ R)，

−−−→
A1A4 =

µ
−−−→
A1A2(µ ∈ R)，且

1

λ
+

1

µ
= 2，则称 A3、A4 调和分割 A1、A2，已知平面上的点 C、D 调和分

割点 A、B，则下面说法正确的是 ( ).

(A) C 可能是线段 AB 的中点 (B) D 可能是线段 AB 的中点

(C) C、D 可能同时在线段 AB 上 (D) C、D 不可能同时在线段 AB 的延长线

上

32. 已知向量 −→a、
−→
b 的夹角为

π

3
，|−→a −

−→
b | = 5，向量 −→c −−→a、−→c −

−→
b 的夹角为

2π

3
，|−→c −−→a | = 2

√
3，

则 −→a · −→c 的最大值是 .

33. 在 �ABC 中，已知 |
−−→
AB| =

√
3，|

−−→
BC| = 1，|

−→
AC| cosB = |

−−→
BC| cosA．则 −→

AC ·
−−→
AB= .

34. 在 4ABC 中，A = 30◦，2
−−→
AB ·

−→
AC = 3

−−→
BC2，则 4ABC 的最大角的余弦值为 .

35. 直角梯形 ABCD 中，AD ⊥ AB，AB//DC，AB = 4，AD = DC = 2，设点 N 是 DC 边的中

点，点 M 是梯形 ABCD 内或边界上的一个动点，则
−−→
AM ·

−−→
AN 的最大值是 .

36. 在 4ABC 中，已知
−−→
AB ·

−→
AC = 2

−−→
AB ·

−−→
CB，若 cosA =

4

5
，则 tanB= .



4.1 平面向量 135

37. 在 4ABC 中,AB = 2, AC = 1, BC =
√
7,O 为 4ABC 的外心, 且 −→

AO = λ
−−→
AB + µ

−→
AC，则

λ+ µ = .

38. 正 2017边形 A1A2 · · ·A2017 内接于单位圆 O,任取它的两个不同的顶点 Ai, Aj ,则
−−→
OAi ·

−−→
OAj >

1

2
的概率是 .

39. 在 4ABC 中，已知 AB = 4, AC = 3，P 是边 BC 的垂直平分线上一点，则
−−→
BC ·

−→
AP= .

40. 已知 O 为 4ABC 的外心，D 为 BC 的中点，若
−→
AO ·

−−→
AD = 4，BC = 2

√
6，则 AD = .

41. 已知 A,B,C 为 �O 上三点，且
−→
AO =

1

2
(
−−→
AB +

−→
AC) ，则数量积

−−→
AB ·

−→
AC = .

42. 4ABC 的三边分别为 a, b, c，若 O 为 4ABC 的外心，已知 b2 − 2b+ c2 = 0，那么
−−→
BC ·

−→
AO 的

取值范围是 .

43. 设 O(0, 0)，A(1, 0)，B(0, 1)，点 P 是线段 AB上的一个动点，
−→
AP = λ

−−→
AB，若

−−→
OP ·

−−→
AB ≥

−→
PA·

−−→
PB

，则实数 λ 的取值范围是 .

44. 设向量 −→a = (cosα, sinα)，−→
b = (− sinα, cosα)．向量 −→x1，−→x2，· · ·，−→x7 中有 3 个为 −→a，其余为

−→
b；向量 −→y1，−→y2，· · ·，−→y7 中有 2个为 −→a，其余为

−→
b．则

7∑
i=1

−→xi ·−→yi 的可能取值中最小的为 .

45. 给定平面向量 −→a = (1, 1)，那么，平面向量
−→
b = (

1−
√
3

2
,
1 +

√
3

2
) 是向量 −→a 经过 时针旋

转 所得.

46. 设点Q在4ABC所在平面 α内，点 P 在平面 α外. 若对任意的实数 x和 y，|
−→
AP−x

−−→
AB−y

−→
AC| ≥

|
−−→
PQ|，则向量

−−→
PQ 与

−−→
BC 所成的角 θ= .

47. 已知向量
−→
AP = (1,

√
3),

−−→
PB = (−

√
3, 1)，则向量

−→
AP 与

−−→
AB 的夹角等于 .

48. 已知向量 −→a、
−→
b、−→c 满足 |−→a | : |

−→
b | : |−→c | = 2 : k : 3(k ∈ N∗)，且

−→
b −−→a = 2(−→c −

−→
b )，若 α 为

−→a、−→c 的夹角，则 cosα 的值为 .

49. 已知向量 −→α、
−→
β 是平面内两个互相垂直的单位向量，且 (3−→α −−→γ ) · (4

−→
β −−→γ ) = 0，则 |−→γ | 的

最大值是 .

50. 正三角形 ABC 的边长为 2
√
3，其所在平面内的两个动点 P,M 满足 |

−→
AP | = 1，

−−→
PM =

−−→
MB，则

|
−−→
CM | 的最小值为 .

51. 设 P1、P2 是平面上的两点，P2k+1 是 P2k 关于 P1 的对称点，P2k+2 是 P2k+1 关于 P2 的对称点，

k ∈ N∗，若 |P1P2| = 1，则 P2013P2014= ．

52. 设点 O 为三角形 ABC 内一点，且满足关系式
−→
OA+ 2

−−→
OB + 3

−−→
OC = 3

−−→
AB + 2

−−→
BC +

−→
CA，则

S△AOB + 2S△BOC + 3S△COA

S△ABC

= .

53. 设 H 是 ∆ABC 垂心，且 3
−−→
HA+ 4

−−→
HB + 5

−−→
HC = 0，则 cos∠AHB= .
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54. 设 O 点在 4ABC 内部，且有
−→
OA + 2

−−→
OB + 3

−−→
OC = 0，则 4ABC 的面积与的 4AOC 面积的

比为 .

55. 已知点 P 在 4ABC 内，且满足
−→
AP =

1

3

−−→
AB +

1

4

−→
AC, 设 4PBC，4PCA，4PAB 的面积依次

为 S1, S2, S3, 则 S1 : S2 : S3= .

56. 已知点 P,Q在 4ABC 内，且
−→
PA+2

−−→
PB+3

−−→
PC = 2

−→
QA+3

−−→
QB+5

−−→
QC = 0，则 |

−−→
PQ|
|
−−→
AB|

等于 .

57. 设 I 为 4ABC 的内心，且 3
−→
IA+ 4

−→
IB + 5

−→
IC = 0，则角 C= .

58. 已知 P 为 4ABC 的外心, 且 −→
PA+

−−→
PB = λ

−−→
PC, tanC =

12

5
, 则实数 λ 的值为 .

59. 给定平面上四点 O,A,B,C ，满足 OA = 4, OB = 3, OC = 2,
−−→
OB ·

−−→
OC = 3，则 4ABC 面积最

大值为 .

60. 已知 4ABC 的外心为 O，且 2
−→
OA+ 3

−−→
OB + 4

−−→
OC =

−→
0 , 则 cos∠BAC 的值是 .

61. 已知等边 4ABC 的边长为 2，若
−→
AP =

1

3
(
−−→
AB +

−→
AC),

−→
AQ =

−→
AP +

1

2

−−→
BC，则 4APQ 的面积

是 .

62. 设 I 为 4ABC 的内心，且 3
−→
IA+ 4

−→
IB + 5

−→
IC =

−→
0，则角 C 的大小为 .

63. 已知 I 为 4ABC 的内心，且 5
−→
IA = 4(

−→
BI +

−→
CI). 记 R、r 分别为 4ABC 的外接圆、内切圆半

径，若 r = 15，则 R= .

64. 在 4ABC 中，
−→
GA+

−−→
GB +

−−→
GC =

−→
0，

−→
GA ·

−−→
GB = 0. 则 (tanA+ tanB) tanC

tanA · tanB = .

65. 如图，M、N 分别为正六边形 ABCDEF 的对角线 AC、CE 的内分点，且
AM

AC
=

CN

CE
= λ，

若 B、M、N 三点共线，则 λ= .

CB

DA

EF

N

M

66. 已知点 P 在 Rt4ABC 所在平面内，∠BAC = 90◦，∠CAP 为锐角，|
−→
AP | = 2，

−→
AP ·

−→
AC = 2，

−→
AP ·

−−→
AB = 1．当 |

−−→
AB +

−→
AC +

−→
AP | 取得最小值时，tan∠CAP= .

67. 设 O 为 4ABC 的外心，且满足
−→
OA+

−−→
OB =

−−→
OC，则 ∠ACB= .

68. 若平面上四点 A、B、C、D，满足任意三点不共线，且 4
−→
AC +2

−−→
AB =

−−→
AD，则

S△ABD

S△ABC

= .
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4.2
复数

4.2.1 数系的扩充，复数的模与共轭

考虑求解实系数二次方程 ax2 + bx+ c = 0(a, b, c ∈ R, a 6= 0) 的问题，根据求根公式：

x1,2 =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
.

当 a, b, c ∈ R 时，x1 和 x2 不一定是实数，因为 b2 − 4ac 可能是负的实数，这时方程在实数集

内是无解的. 从方程的角度看，负实数能不能开平方，就是方程 x2 + a = 0, a > 0 有没有解，进而归

结为方程 x2 + 1 = 0 有没有解.

回顾已有的数集扩充过程，为了解决 x2 = 2 这样的方程在有理数集中无解的问题，人们将有理

数集扩充到了实数集，数集扩充后，在实数集中规定了加法、乘法的运算 (在实数集中只有加法和乘

法是本质的运算)，与原来在有理数集中规定的运算协调一致，并且加法、乘法都满足交换律和结合

律，乘法对加法满足分配律.

依照这样的思想，为了解决方程 x2 + 1 = 0 在实数系中无解的问题，我们设想引入一个新的数

i，使得 x = i 是方程 x2 + 1 = 0 的解. 即使得 i =
√
−1 或 i2 = −1.

回到二次方程问题上来，在固定 a, b 的情况下，b2 − 4ac 总是可以取到任何实数，依照根式的

运算法则，±
√
b2 − 4ac 可以取到任意的形如 iq 的数，其中 q ∈ R，进一步地，x12 可以取到所有形

如 p+ iq 的数.

我们考虑 p + iq 的产生过程，它可以看成是实数 q 与 i 相乘 (结果记作 qi 或 iq)，再把实数 p

与 qi 相加，结果记作 p+ qi，注意到所有的实数和 i 本身都可以写成 p+ qi(p, q ∈ R) 的形式，从而

这些数都在扩充的新数集中.

我们把形如 a + bi(a, b ∈ R) 的数称为复数，其中 i 称为虚数单位. 全体复数所构成的集合 C =

{a+ bi|a, b ∈ R} 叫做复数集. 由于任意一个实系数二次方程的根 x12 可以取到所有形如 p+ iq 的数，

所以任意一个二次方程在复数集内都有解. 在本书中如无特殊说明，以后 z = a+ bi 默认有 a, b ∈ R.

复数常用字母 z 表示，即 z = a+ bi(a, b ∈ R). 其中实数 a 和 b 分别称为复数 z 的实部和虚部，

分别记作 Rez 和 Imz，即 Rez = a, Imz = b. 特别地，当且仅当 b = 0 时，复数 z 是实数，当且仅

当 a = b = 0 时，复数 z 是实数 0，当 b 6= 0 时，它叫做虚数，当 b 6= 0 且 a = 0 时，它叫做纯虚

数. 因此，复数集 C 包括了所有的实数，即 R ⫋ C. 对于数系的扩充可以总结如下：

复数


实数:b = 0

虚数:b 6= 0

纯虚数:a = 0

虚数:a 6= 0

回顾关于实数的讨论，为了描述实数的 “数量” 属性，我们定义出了实数 x 的绝对值 |x|，之所

以这样的定义能够代表实数的数量属性，是因为我们在直观上认为：数量应该由非负数确定，而且

只有零代表零数量；将一个数乘一个倍数，它的数量也应该乘这个倍数；由于数的方向属性，两个
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数的和的数量，不应该超过它们的数量的和. 即对于 x, y, k ∈ R，有如下结论：

|x| ≥ 0且|x| = 0 ⇔ x = 0; |kx| = |k||x|; |x+ y| ≤ |x|+ |y|.

我们希望复数也具有类似的属性，为此，对复数 z = a+ bi，定义：

|z| =
√
a2 + b2.

|z|称为复数 z的模，直观地说，就是将全体复数看成全体平面向量，则复数的模就是对于平面向

量的模. 因为任何一个复数 z = a+ bi 都可以由一个有序实数对 (a, b) 唯一地确定下来，并且任给一

个复数也能够唯一确定一个有序实数对.又因为有序实数对 (a, b)与平面直角坐标系中的点也是一一

对应的，所以复数集可以和平面直角坐标系中的点集之间建立一一对应. 由此可知复数 z1 = a1 + b1i

和 z2 = a2 + b2i 相等等价于它们所对应的有序实数对相同，这进一步等价于 a1 = a2, b1 = b2，即复

数相等的充要条件是实部和虚部分别相等.

如图4.27所示，点 Z(a, b)，则点 Z 可以代表复数 z = a+ bi，我们将用来表示复数的这样的平

面叫做复平面，其 x 轴称为实轴，y 轴称为虚轴. 显然实轴上的点与实数一一对应，虚轴上的点 (除

原点外) 与纯虚数一一对应.

Z, z = a+ bi

a

b

x

y

O

图 4.27: 复平面

又因为平面向量
−→
OZ 与点 Z 是一一对应的，所以复数 z = a + bi 与平面向量 −→

OZ 之间也可建

立一一对应. 根据平面向量的知识可以很直观地看到复数模也具有如下性质，对于 z, w ∈ C, k ∈ R：

|z| ≥ 0且|z| = 0 ⇔ z = 0; |kz| = |k||z|; |z + w| ≤ |z|+ |w|.

特别地，如果 b = 0，那么 z = a+ bi 是一个实数 a，它的模就是 a 的绝对值 |a|.

这里的第二条性质是可以推广的，即 |zw| = |z||w|，复数的模长之积等于积之模长. 我们将在介

绍复数的运算之后进一步地讨论这一结论.

一般地，当两个复数是实部相等，虚部互为相反数时，这两个复数叫做互为共轭复数. 虚部不

等于 0 的两个共轭复数，也叫做共轭虚数. 复数 z 的共轭用 z 表示，即：如果 z = a + bi，那么

z = a− bi.

例 4.14. (1) 已知复数 z 满足 z + |z| = 3 + i，则 z= .

(2) 设三个复数 1, i, z 在复平面上对应的三点共线，且 |z| = 5，则 z = .

解. (1) 设 z = a + bi，则 |z| =
√
a2 + b2，由复数相等的充要条件得

b = 1,

a+
√
a2 + b2 = 3,

解得

a =
4

3
，所以 z =

4

3
+ i.
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(2)设 z = x+yi，则 −→
OZ = (x, y).而 1和 i所对应的平面向量分别为 −→v = (1, 0)和 −→w = (0, 1)，

所以
−→
OZ = x−→v + y−→w . 由三点共线定理可知 x+ y = 1，又因为 |z| = 5，所以 x2 + y2 = 5，由以上

两式解得 x = 4, y = −3 或 x = −3, y = 4，所以 z = 4− 3i 或 z = −3 + 4i. ♥

4.2.2 复数的运算

上一小节中，我们将实数集扩充到了复数集，引入新的数集后就要研究其中数的运算.下面讨论

复数集中的运算问题.

我们规定复数的加法法则如下：设 z1 = a+ bi, z2 = c+ di(a, b, c, d ∈ R) 是任意的两个复数，那

么它们的和为

(a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i.

两个复数相加类似于多项式相加合并同类项，也类似于向量的线性运算.

容易看出复数的加法具有交换律和结合律.

在引入了复平面之后，我们还可以考虑复数加法的几何意义，设
−−→
OZ1 和

−−→
OZ2 分别和 z1 和 z2

对应，即
−−→
OZ1 = (a, b)，

−−→
OZ2 = (c, d)，由向量加法的坐标表示，得

−−→
OZ1 +

−−→
OZ2 = (a+ c, b+ d).

−−→
OZ1 和

−−→
OZ2 的和向量就是 z1 + z2 所对应的向量，这就是复数加法的几何意义，如图4.28所示.

y

xO

Z1(a, b)

Z2(c, d)
Z

图 4.28: 复数加法的几何意义

我们用 −z2 替换 z2，可得到复数减法的运算法则：

(a+ bi)− (c+ di) = (a− c) + (b− d)i.

复数减法是复数加法的逆运算. 类比复数加法的几何意义，读者可以自己得出复数减法的几何

意义.

我们规定复数的乘法法则如下：

(a+ bi)(c+ di) = ac+ bci+ adi+ bdi2 = (ac− bd) + (ad+ bc)i.

可以看出，两个复数相乘类似于两个多项式相乘，只要在所得的结果中把 i2 换成 −1，并将实

部和虚部分别合并即可.
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容易得到复数的乘法具有交换律和结合律，复数乘法对加法具有分配律：

z1z2 = z2z1, z1(z2z3) = (z1z2)z3, z1(z2 + z3) = z1z2 + z1z3.

由复数乘法的运算法则，容易验证复数的整数幂运算具备以往熟知的运算律：

zm+n
1 = zm1 + zn1 , (z

m
1 )n = zmn

1 , (z1z2)
m = zm1 zm2 .

当初引入复数的一种动机是研究二次方程，某些实系数二次方程的解不是实数，此时的解是两

个具有相等实部和相反虚部的复数. 事实上，在很多场合会要求沟通实数与复数. 共轭复数似乎就是

为了解决这个问题而生的，设 z = a+ bi，那么 z + z = 2a，zz = a2 + b2. 可见，任何一个复数 z 和

其共轭 z 的和与积都是实数. 这也直观地解释了实系数二次方程根与系数的关系，毕竟二次方程的

解伴随着因式分解 x2 − (z1 + z2)x + z1z2 = (x − z1)(x − z2)，其中 z1 和 z2 是二次方程的两个根，

它们互为共轭复数，z1 + z2 和 z1z2 都是实数.

将共轭复数的概念结合复数的模，还可得到，

|z| = |z|.

结合复数乘积的模等于复数模之乘积，有

zz = |z|2.

这两个结论是可以互相印证的.

另外，根据复数乘积的模等于复数模之乘积，设 z ∈ C, n ∈ N∗，则有

|zn| = |z|n.

这是一个并不很直观，却非常优美的性质.

最后讨论复数的除法运算
z1
z2

(除数 z2 不为 0)，为此实际上只需构造出复数 z2 的倒数 z−1
2 =

1

c+ di，我们将分子分母同时乘以 z2 的共轭复数 c− di，得；

z−1
2 =

c− di
c2 + d2

.

这里相当于分子分母都乘了分母的 “实数化因式”，从而使分母 “ 实数化”，这完全类似于我们

在处理含二次根式的分式时，常常使分子和分母同时乘以有理化因式，从而使得分子或分母有理化.

所以
z1
z2

= z1z
−1
2 =

(a+ bi)(c− di)
c2 + d2

=
(ac+ bd) + (bc− ad)i

c2 + d2
.

即复数的除法法则是：
a+ bi
c+ di =

(ac+ bd) + (bc− ad)i
c2 + d2

.

在进行复数除法运算中，通过同时乘以共轭复数使得分母实数化是一个常用的技巧.

我们可以发现一个现象，随机的一个一元多项式，在复数集内最终都可以分解成 n(n ∈ N∗) 个

(包括重复的因式) 一次因式的乘积，且 n 就是这个多项式的次数. 事实上，在数学中有如下定理：

定理 4.2.1 (代数基本定理). 任何一个 n(n ∈ N∗) 次复系数多项式方程 pn(x) = 0 至少有一个复数

根.
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证明代数基本定理的方法有很多，但每种证明方法都涉及高等数学知识，有兴趣的同学可以查

阅相关资料2.

由代数基本定理立刻得到：

推论 4.2.1.1. 任何一个 n(n ∈ N∗) 次复系数多项式 pn(x) = 0 在复数集内可以分解为 n 个一次因

式的乘积. 进而，一元 n 次多项式方程由 n 个复数根 ( 重根按重数计 ).

证明留给读者.

尽管一元 n次多项式方程有 n个复数根，但是人们业已证明一元五次及以上的方程不存在一般

的求根公式.

我们从代数基本定理出发，看一看实系数一元多项式方程根与系数的关系，对于二次方程我们

已经非常熟悉，所以这里以三次方程为例.

设实系数一元三次方程

a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0 = 0(a3 6= 0)

在复数集内的根为 x1, x2, x3，根据推论4.2.1.1，方程可以变形为

a3(x− x1)(x− x2)(x− x3) = 0

展开得

a3x
3 − a3(x1 + x2 + x3)x

2 + a3(x1x2 + x2x3 + x3x1)x− a3x1x2x3 = 0.

比较系数，可得 
x1 + x2 + x3 = −a2

a3
,

x1x2 + x2x3 + x3x1 =
a1
a3

,

x1x2x3 = −a0
a3

.

这个结论有时称为三次方程韦达定理，常见的情况是讨论实系数三次方程，对于系数是复数的

情况，根与系数的上述关系当然也是成立的.

例 4.15. (1) 设复数 z 满足 |z − i| = 2，则 |z − z| 的最大值为 .（i 为虚数单位，z 为复数 z

的共轭复数）

(2) 满足 (a+ bi)6 = a− bi（其中 a，b ∈ R，i2 = −1）的有序数组 (a, b) 的组数是 .

(3) 设复数 z 满足
2017z − 25

z − 2017
= 3 + 4i，其中 i 是虚数单位，则 z 的模长 |z| = .

解. (1)设 z = a+bi，则它所对应的平面上的点为 (a, b)，根据向量的加减运算的几何意义，|z− i| = 2

等价于 |
−→
OZ −

−→
OA| = |

−→
AZ| = 2，其中 A(0, 1)，即 Z 在以 (0, 1) 为圆心 2 为半径的圆上. 因为

|z − z| = |a+ bi− a+ bi| = |2bi| = 2b，数形结合可知当 Z 在 (0, 3) 时 b 取得最大值 3，此时 2b 取

得最大值 6. ♥
2知乎专栏 https://zhuanlan.zhihu.com/p/33784895 提供了很多种证明方法，笔者也看不太懂，有兴趣的同学可以去看看.
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y

x

Z

A

图 4.29:

评注 4.15.1. 结合平面向量，许多复数的加减运算都具有几何意义，例如：|z − z0| = r，表示 Z 的

轨迹为 Z0 为圆心，r 为半径的圆，|z − z1| = |z − z2|, 表示 Z 的轨迹是线段 Z1Z2 的垂直平分线，

等等.

(2) 令 a+ bi = z，则 z6 = z，两边同时取模长，根据模长之积等于积之模长，以及复数与其共

轭模相等可知，|z|6 = |z| = |z|，所以 |z| = 0 或 |z| = 1. 如果 |z| = 0，则 z = 0 即 a = b = 0，显然

(0, 0) 符合条件.

如果 |z| = 1，由 z6 = z 可知 z7 = zz，又因为 zz = |z|2，所以 z7 = |z|2 = 1.

这是一个关于 z 的七次方程，注意到它有 7 个不同的复数解 (即七次单位根，见下一小节)，所

以有 7 对不同的 (a, b) 符号条件.

所以，一共有 8 对有序实数对满足条件.

(3)设 w = 3+4i，那么 z =
2017w − 25

w − 2017
=

2017w − ww

w − 2017
= −2017− w

2017− w
w，注意到 −2017− w

2017− w
=

1，所以 z = w，所以 |z| = |w| = 5.

4.2.3 复数的三角表示

前面讨论复数的运算时主要围绕着实部和虚部，我们设 z = a + bi(a, b ∈ R)，并且探讨了复数

的加法和乘法问题，还说明了复数加减法的几何意义，但是，在这样的表示下，计算 z 的正整数次

幂 zn(n ∈ N∗) 将是一个非常麻烦的问题. 目前我们只知道 |zn| = |z|n，这或许能够为该问题提供一

个思路，然而依然不能彻底地解决问题，因为这样只是计算了 zn 的模，却对求出 z 具体是什么复

数无能为力. 我们知道复数与复平面中的二维向量 −→
OZ = (a, b)是一一对应的，而确定一个向量需要

Z, z = a+ bi

a

b

x

y

r

O
θ

图 4.30:

两个要素：大小和方向，那么我们能否借助这两个要素来表示复数呢？向量的大小可以用模长来刻
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画，那么向量的方向如何刻画呢？由图4.30，容易想到我们可以借助以 x 轴的非负半轴为始边，以

向量
−→
OZ 所在射线为终边的角 θ 来确定方向. 根据前面的讨论，对于计算 zn 的模，我们已经有了比

较好的办法，由此可见，要想求出 zn 具体是什么复数，关键在于 “方向” 的确定，θ 角的引入或许

能够为问题的解决提供有力的帮助.

利用三角函数，我们可以用 θ 和 |z| 来表示复数 z. 由三角函数的定义可知，在图4.30中，有a = r cos θ,

b = r sin θ,
其中 r = |z| =

√
a2 + b2. 当 Z 落在了实轴或虚轴上时，θ 是轴线角，显然结论也成

立. 这样，我们就用刻画长度的模 r 和刻画方向的角 θ 表示出了复数 z.

一般地，对于任意一个复数 z，都可以表示成

z = r(cos θ + i sin θ).

其中 r = |z| = |
−→
OZ|，θ 是以 x 轴的非负半轴为始边，

−→
OZ 所在射线为终边的角. 我们称 θ 为复

数 z 的辐角，将 z = r(cos θ + i sin θ) 称为复数 z 的三角表示，区别于三角表示，我们称 a + bi 为

复数的代数表示. 一个不为零的复数可以有很多辐角，且这些角之间相差 2π 的整数倍，例如复数 i

的辐角是
π

2
+ 2kπ，其中 k 可以取任何整数. 如果我们规定 θ ∈ [0, 2π)，那么这时每个方向上的复数

只对应一个辐角，在这种约定下，每个复数和每个表示是一对一的. 我们把在 [0, 2π) 范围内的 θ 值

叫做辐角的主值，通常记作 arg z，其中 z ∈ C, 0 ≤ arg z < 2π，例如 arg 1 = 0，arg(−i) = 3π

2
.

复数的三角表示和代数表示可以互化，我们可以根据需要灵活选择表示形式，复数的代数表示

有利于做加法运算，复数的三角表示有利于做乘法运算，而且在复数的三角表示下复数的乘除法具

有几何意义.

设 z1 = r1(cos θ1 + i sin θ1), z2 = r2(cos θ2 + i sin θ2)，根据三角恒等变形公式，

z1z2 = r1r2[(cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2) + i(sin θ1 cos θ2 + cos θ1 sin θ2)]

= r1r2[cos(θ1 + θ2) + i sin(θ1 + θ2)].

即

r1(cos θ1 + i sin θ1) · r2(cos θ2 + i sin θ2) = r1r2[cos(θ1 + θ2) + i sin(θ1 + θ2)].

这就是说，两个复数相乘，积的模等于各复数的模之积，积的辐角等于各复数的辐角之和. 简单

记忆为 “模长相乘，辐角相加”.

把两个复数 z1 和 z2 相乘时，可以设想如图4.31那样，先分别画出 z1 和 z2 所对应的向量
−−→
OZ1

和
−−→
OZ2，然后，将向量

−−→
OZ1 绕点 O 逆时针旋转 θ2，再把它的模变为原来的 r2 倍得到向量

−→
OZ，

−→
OZ

表示的就是复数的积 z1z2.

复数的除法运算是乘法运算的逆运算，设 z1 = r1(cos θ1 + i sin θ1), z2 = r2(cos θ2 + i sin θ2)，且

z1 6= z2，根据复数乘法的三角表示 “模长相乘，辐角相加” 可知：

r2(cos θ2 + i sin θ2) ·
r1
r2
[cos(θ1 − θ2) + i sin(θ1 − θ2)] = r1(cos θ1 + i sin θ1)

所以 z1z
−1
2 =

r1
r2
[cos(θ1 − θ2) + i sin(θ1 − θ2)]，由此我们得到复数的除法法则：

r1(cos θ1 + i sin θ1)
r2(cos θ2 + i sin θ2)

=
r1
r2
[cos(θ1 − θ2) + i sin(θ1 − θ2)]
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y

x
O

Z1

Z2

Z

θ1

θ2

θ1 + θ2

图 4.31: 复数乘法的几何意义

这就是说，两个复数相除，商的模等于被除数的模除以除数的模，商的辐角等于被除数的辐角

减去除数的辐角，简单记忆为 “模长相除，辐角相减”.

类比复数乘法的几何意义，可以得出复数除法的几何意义，它对应顺时针旋转.

有了复数的三角表示，便可以对本节开头提出的问题作出回答，复数的三角表示的确能够大大

简化复数的幂运算. 针对 z = r(cos θ + i sin θ), (θ ∈ [0, 2π)) 的正整数幂 zn，归纳可得

zn = rn(cosnθ + i sinnθ).

这是说一个复数的 n(n ∈ N∗) 次幂的模等于这个复数模的 n 次幂，它的辐角等于这个复数的辐

角的 n 倍. 可见，这种进行复数幂运算的方案确实相当简洁.

作为乘方运算的逆运算，我们还可以定义开方运算.例如我们希望对复数 w = r(cos θ+i sin θ)(θ ∈

[0, 2π)) 开 n 次方根 (n ∈ N∗)，设结果为 z = ρ(cosφ+ i sinφ)，那么我们有：

zn = ρn(cosnφ+ i sinnφ) = w = r(cos θ + i sin θ)

因为相等的复数辐角可以相差 2π 的整数倍，比较可知，

ρn = r,

nφ = θ + 2kπ, k ∈ Z,

即


ρ = n

√
r,

φ =
θ + 2kπ

n
, k ∈ Z,

. 又根据三角函数的周期性，满足 φ =
θ + 2kπ

n
∈ [0, 2π), k ∈ Z 的只有

n 个 φ 角，由此，我们指出存在 n 个不同的复数：

zk = n
√
r(cos θ + 2kπ

n
+ i sin θ + 2kπ

n
),其中k = 0, 1, . . . , n− 1

这 n 个不同的复数都是 w 的 n 次方根.

通常情况下， n
√
w 或 w

1
n 指的是 z0，我们将 z0 称为 n 次算术方根. 进一步地，可以定义复数的

有理数幂 w
m
n = wmw

1
n (m,n ∈ Z)，而无理数可以用一串有理数列来逼近，所以也可以据此定义出

复数的实数幂. 按照以上规定，正数的 n 次算术方根都是正数，而负数的 n 次算术方根则一定不是

实数.
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我们将 1 的 n 次方根称为 n 次单位根，换言之，方程 xn − 1 = 0(n ∈ Z) 有 n 个不同的复数根，

它们分别是 εk = cos 2kπ
n

+ i sin 2kπ

n
(k = 0, 1, 2, · · · , n − 1). 从几何意义上来看，n 次单位根 εk 所

对应的点 Zk 恰好将单位圆的圆周 n 等分，且 Z0 恰为单位圆与实轴正半轴的交点，如图4.32所示.

y

x
O

Z0

Z1

Z2

1

图 4.32: 三次单位根

容易验证，n 次单位根具有以下性质:

1◦ (zk)
n = 1, |zk| = 1,其中k = 0, 1, 2, . . . , n− 1；

2◦ zk = zn−k；

3◦ 1 + zk + z2k + · · ·+ zn−1
k = 0, k = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

例 4.16. 已知 ω = cos π
5
+ i sin π

5
，则 ( ).

(A) x4 + x3 + x2 + x+ 1 = (x− ω)(x− ω3)(x− ω7)(x− ω9)

(B) x4 − x3 + x2 − x+ 1 = (x− ω)(x− ω3)(x− ω7)(x− ω9)

(C) x4 − x3 − x2 + x+ 1 = (x− ω)(x− ω3)(x− ω7)(x− ω9)

(D) x4 + x3 + x2 − x− 1 = (x− ω)(x− ω3)(x− ω7)(x− ω9)

解. 观察选项的结构，注意 1, ω, ω2, ω3, . . . , ω9 是 x10 − 1 = 0 的单位根，由代数基本定理

x10 − 1 = (x− 1)(x− ω)(x− ω2)(x− ω3) · · · (x− ω9).

另外，又注意到 1, ω2, ω4, ω6, ω8 是 x5 − 1 = 0 的单位根，同理得到

x5 − 1 = (x− 1)(x− ω2)(x− ω4)(x− ω6)(x− ω8).

结合 ω5 = cosπ + i sinπ = −1，将上面两个式子相比得

x5 + 1 = (x− ω)(x− ω3)(x+ 1)(x− ω7)(x− ω9)

所以 (x− ω)(x− ω3)(x− ω7)(x− ω9) =
x5 + 1

x+ 1
= x4 − x3 + x2 − x+ 1，所以选择 B 项. ♥

最后，我们将复数的幂推广至复数次，为此，需要先了解复指数幂该如何计算. 对于 ∀θ ∈ R：

eiθ = cos θ + i sin θ



146 第四章 平面向量与复数

上面的公式称为欧拉公式. 特别地，当 θ = π 时，我们有恒等式 eiπ +1 = 0. 这是一个非常神秘，

却美妙得令人称绝的公式. 欧拉 (Leonhard Euler) 最初通过幂级数观察出了欧拉公式，关于欧拉公

式，目前有非常多的直观解释和验证推导的方法，在这里我们不作介绍，有兴趣的同学可以参考脚

注里的这篇文章3.

这样，向量的三角表示也可以写成指数形式：z = r(cos θ + i sin θ) = reiθ.

从指数表示可以看出，如果 z1 = z1(r1, θ1)，z2 = z2(r2, θ2)，根据指数的运算可知 z1z2 =

(r1r2, θ1 + θ2).

欧拉公式向我们解释了如何计算复指数幂，设 x, y ∈ R，定义

ex+iy = ex(cos y + i sin y)

由此确定了一个复指数函数 z 7→ ez，如果规定 x ∈ R, y ∈ [0, 2π)，根据之前的讨论它是一一对

应，因此存在反函数.我们定义其反函数为复对数函数 z 7→ ln z.设 z1, z2 ∈ C，自然有 zz21 = ez2 ln z1，

这与实的指数函数和对数函数的性质是一致的.

习题 4.2

1. 满足使 I = (
1

2
+

1

2
√
3
i)n 为纯虚数的最小正整数 n= .

2. 已知复数 z =
4 +

√
2i

1− i ，i 为虚数单位，则 |z|= .

3. 复数 z = (1 + i)2(2 + i) 的虚部是 .

4. 设 a, b 均为实数，复数 z1 =
√
3a− 1 + (

√
3− b)i 与 z2 = 2−

√
3a+ bi 的模长相等，且 z1z2 为

纯虚数，则 a+ b = .

5. 设 a, b, c 和 d 为复数，若集合 S = {a, b, c, d} 具有性质“对任意 x, y ∈ S 必有 xy ∈ S”，则当

a = 1, b2 = 1, c2 = b 时，b+ c+ d 等于 .

6. 设复数 z = 3 cos θ + (2 sin θ)i，则函数 y = θ − arg z(0 < θ <
π

2
) 的最大值为 .

7. 复数 z 满足 |z| = 5，且 (3 + 4i)z 是纯虚数，则 z= .

8. 已知互异的复数 m,n 满足 mn 6= 0，集合 {m2, n2} = {m,n}，则 m+ n = .

9. 已知复数 z = a+ i(a ∈ R) 在复平面内对应的点在第二象限，且 |z · (1 + i)| > 2，则实数 a 的取

值范围是 .

10. 已知虚数 z 满足 z3 + 1 = 0，则 (
z

z − 1
)2018 + (

1

z − 1
)2018= .

11. 已知 (a+ bi)2 = 3 + 4i，其中 a, b ∈ R，i 是虚数单位，则 a2 + b2 的值为 .

12. 设 i 为虚数单位，a 和 b 为正整数，且 |(a+ i)(2 + i)| = | b− i
2− i |，则 a+ b = .

3https://www.zhihu.com/question/41134540/answer/112430787，第一个高赞回答.



4.2 复数 147

13. 设复数 z 满足 |z| = 1, i 是虚数单位, 则 |(z + i) + i(7− z)| 的取值范围是 .

14. 已知复数 z. 满足 |z| = 1，则 |z3 − 3z − 2| 的最大值为 .

15. 已知复数 z1, z2 满足 |z1 + z2| = 20, |z21 + z22 | = 16，则 |z31 + z32 | 的最小值是 .

16. 已知复数 z = cos 2π
3

+ i sin 2π

3
，其中 i 是虚数单位，则 z3 + z2 = .

17. 设 i 是虚数单位，化简 (i+ 1)2016 + (i− 1)2016 = .

18. 已知复数 z 满足 |z| = 1，则 |z3 + 3z + 2i| 的最大值为 .

19. 若 i 为虚数单位，复数 z =

√
3

2
+

1

2
i，则 z2016 的值是 .

20. 已知复数 z 满足 |z| = 1．求 u = |z3 − 3z + 2| 的最大值．

21. 若复数 z 满足 |z| < 1 且 |z + 1

z
| = 5

2
，则 |z|= .

22. 设复数 z = cos 4
7
π + i sin 4

7
π．则 | z

1 + z2
+

z2

1 + z4
+

z3

1 + z6
| 的值为 （用数字作答）.

23. 若 a = 1 + i，b = 2 + i，c = 3 + i，x =
1

2
(−1 +

√
3i)，则 |a+ bx+ cx2| 的值是 .

24. 若复数 z 满足 |z − z| = 2
√
3，且

z

(z)2
是实数，则 |z|= .

25. 若非零复数 x 满足 x+
1

x
= 1，则 x2014 +

1

x2014
= .

26. 已知 zn = (1 + i)(1 + i√
2
) · · · (1 + i√

n
)，(n ∈ N∗)，则 |z2014 − 2015| 的值为 .

27. 已知 a, b ∈ R，复数 z = a+ 4i，且 z

z + b
= 4i，则 b= .

28. 若 z ∈ C 且 |z + 2− 2i| = 1, 则 |z − 2− 2i| 的最小值是 .

29. 若复数 z 满足 |z − 1|+ |z − 3− 2i| = 2
√
2，则 |z| 的最小值为 .

30. 已知虚数 z 满足 w = z+
1

z
为实数，且 −1 < w < 2，u =

1− z

1 + z
，那么 |w−u2|的最小值是 .

31. 设 z1、z2 为复数，且满足 |z1| = 5，
z1
z2

= 2+ i（其中 i 为虚数单位），则 |z1 − z2| 取值为 .

32. 已知复数 z1、z2、z3 使得
z1
z2
为纯虚数，|z1| = |z2| = 1，|z1 + z2 + z3| = 1，则 |z3| 的最小值

是 .

33. 在复平面内，复数 z1、z2、z3 的对应点分别为 Z1、Z2、Z3。若 |z1| = |z2| =
√
2，

−−→
OZ1 ·

−−→
OZ2 = 0，

|z1 + z2 − z3| = 1，则 |z3| 的取值范围是 .

34. 复数 z 满足 |z + 1

z
| ≤ 2，则 |z| 的取值范围是 .

35. 已知复数 z1、z2，且 |z1| = 2|z2| = 2，|z1 + z2| =
√
7，则 |z1 − z2| 的值为 .
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第五章 解三角形

凡三斜术，皆以最长者为大斜，其次为中斜，其次为小斜.

——秦九韶、郁松年《数书九章》

上一讲介绍了两个重要定理：余弦定理和正弦定理. 在这两个定理的基础上来求解三角形中六

个元素 (三个角 A,B,C，三个角所对的边 a, b, c) 以及三角形的度量值 (周长，面积) 等的过程叫做

解三角形.

我们约定用符号 p来表示三角形 ABC 的半周长，即 p =
a+ b+ c

2
，三角形的周长 2p = a+b+c.

在初中课程中，读者已经学过了三角形中边的关系和角的关系，在此回顾如下：

边的关系：a + b > c，a − b < c，即三角形中任意两边之和大于第三边，任意两边之差小于第

三边，这等价于三角形的两个较短边之和大于最长边，而最长边与任意一边作差都小于第三边.

角的关系：在三角形 ABC 中，A+B + C = π.

而正弦定理和余弦定理则刻画了三角形中的边角关系.

这一讲的内容主要是技巧性和方法性的，涉及到的新概念、新理论较少. 对读者而言，更重要的

是通过多做练习，来掌握解三角形的基本方法.

5.1
正弦定理和余弦定理的应用

例 5.1 (证明 “大边对大角” 和 “大角对大边”). 证明：在 4ABC 中：a > b ⇔ A > B.

解. (1) 先证明充分性：因为 a > b，根据正弦定理，
a

sinA =
b

sinB，因为 A ∈ (0, π), B ∈ (0, π)，所

以 sinA > 0, sinB > 0 ，所以 sinA > sinB. 因为在三角形 ABC 中 A+ B + C = π，所以三角形

中至多有一个直角或钝角.

如果 A 和 B 都是锐角，因为 sinx 在 (0,
π

2
) 递增，所以 A > B，结论成立；

如果 A 是直角或钝角，则 B 只能是锐角，此时 A > B 仍然成立；

如果 A是锐角，而 B是直角或钝角，假设此时有 sinA > sinB，那么 sinA > sinB = sin(π −B).

因为 B是直角或钝角，所以 π−B ∈ (0,
π

2
]，又因为 A ∈ (0,

π

2
)且 sinx在 (0,

π

2
]递增，所以 A > π−B，

此时 A+ B > π，这不可能，因此如果 sinA > sinB，那么 A 是锐角，而 B 是直角或钝角不可能

成立. 综上所述，a > b ⇒ A > B.

149
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(2) 再证明必要性，因为 A > B 且 A+B + C = π，所以 0 < B < A < π −B < π.

当 A <
π

2
时，因为 sinx 在 (0,

π

2
) 递增，所以 0 < B < A <

π

2
⇒ sinA > sinB；

当 A ≥ π

2
时，因为 sinx 在 [

π

2
, π) 递减，所以

π

2
≤ A < π − B < π ⇒ sinA > sin(π −B) =

sinB，综上所述 A > B ⇒ sinA > sinB. 根据正弦定理， a

sinA =
b

sinB，所以 a > b. 综上所述，

A > B ⇒ a > b. ♥

评注 5.1.1. 大角对大边，小角对小边，等角对等边说明的是如下事实：在 4ABC 中，

sinA > sinB ⇔ A > B ⇔ a > b, sinA = sinB ⇔ A = B ⇔ a = b.

这个是一个非常重要的结论，该结论今后可以直接使用.

例 5.2. (1) 已知 A,B,C 是三角形 ABC 的三个内角，条件 P : A = B；条件 Q : sinA = sinB，那

么 ¬P 是 ¬Q 的 条件.

(2) 在 4ABC 中，“A < B < C” 是 “cos 2A > cos 2B > cos 2C” 的 条件.

(3)已知4ABC 中，角 A,B满足 sinA−cosB+A+B <
π

2
，则下面结论一定正确的是 ( ).(

提示：y = x+ sinx 是增函数 )

(A) sinA < cosC (B) sinA > cosB (C) sinB < cosA (D) sinC < sinB

解. (1)根据例5.1的结论可知，P 是 Q的充要条件，根据原命题与逆否命题真值相同可知 ¬P 是 ¬Q

的充要条件.

(2)因为 cos 2A = 1−2 sin2 A, cos 2B = 1−2 sin2 B, cos 2C = 1−2 sin2 C，且 sinA, sinB, sinC >

0，所以 cos 2A > cos 2B > cos 2C 等价于 sinA < sinB < sinC，根据例5.1的结论，sinA < sinB <

sinC 等价于 A < B < C，所以 A < B < C ⇔ cos 2A > cos 2B > cos 2C.

(3) 原不等式整理得 sinA+A < cosB +
π

2
−B = sin

(π
2
−B

)
+

π

2
−B，因为 y = x+ sinx 是

增函数，所以 A <
π

2
−B，所以 B <

π

2
−A，又因为 0 < B < π，所以 0 < B <

π

2
−A <

π

2
，注意

到 y = sinx 在 (0,
π

2
) 上递增，所以 sinB < sin

(π
2
−A

)
= cosA，所以 C 项正确. 根据题目中的条

件无法推出其他三个选项，所以选 C 项. ♥

例 5.3 (已知两边及一边的对角，能唯一确定一个三角形吗). (1) 在三角形 ABC 中，已知 a, b 和

A，求 B.

(2) 在三角形 ABC 中，已知 a =
√
2, b =

√
3, A =

π

4
，求 C.

(3) 在 4ABC 中，已知 A,B,C 所对的边分别为 a, b, c，如果 a =
√
2, b = 2, sinB + cosB =

√
2，

求角 A.

解. 我们在初中课程中就学过，“SSA” 型的条件不能判定三角形全等，原因是 “SSA” 型的条件不总

是能唯一地确定一个三角形. 在学习了正弦定理之后，就可以从本质上解释这个问题.

由正弦定理可知，sinB =
b

a
sinA，而 B 的范围是 (0, π −A)，在这个区间上 sinx 不一定是单

调的，所以 sinB 可能对应不止一个 B 的值.

当 A ≥ π

2
时，sinB 在区间 (0, π − A) 是单调的，所以我么可以唯一地确定角 B，即三角形

ABC 有唯一解. 这时因为 A ≥ π

2
> B，所以 a > b.
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当 0 < A <
π

2
时，如图5.1所示，数形结合可知：

当 sinB = 1 或 sinB ≤ sinA 时，关于 B 的方程 sinB =
b

a
sinA 有唯一解 (函数值 sinB 对应

唯一的角 B)，即三角形 ABC 有唯一解，此时 a = b sinA 或 a ≥ b.

当 sinA < sinB < 1 时，关于 B 的方程 sinB =
b

a
sinA 有两解 (函数值 sinB 对应两个不同的

角 B)，即三角形 ABC 有两解，此时 b sinA < a < b.

综上所述，当 a = b sinA 时，三角形 ABC 有唯一解；当 b sinA < a < b 时，三角形 ABC 有

两解；当 a ≥ b 时，三角形 ABC 有唯一解. 这个结论可以从图5.2 上直观地看到. ♥

x

y

O

1

sinA

π −A

图 5.1:

A

C

b sinA

B B B B

图 5.2:

(2) 由正弦定理，sinB =
b sinA

a
=

√
3

2
.

因为 a < b，所以 A < B，所以 B =
π

3
或 B =

2π

3
，

所以 C =
5π

12
或 C =

π

12
.

评注 5.3.1. 第二小问所给的条件正是 “SSA” 型，事实上，在本题中 b sinA =

√
6

2
< a < b，所以

这里 B 有两解. 在具体问题中，遇到 “SSA” 型条件一定要根据 “大边对大角” 来确定角的关系，从

而避免造成多解或漏解.

(3) sinB+ cosB =
√
2 sin

(
B +

π

4

)
=

√
2，即 sin

(
B +

π

4

)
= 1.因为 B ∈ (0, π)，所以 B+

π

4
∈

(
π

4
,
5π

4
)，所以 B+

π

4
=

π

2
，所以 B =

π

4
.所给的条件是 “SSA”型，由正弦定理，sinA =

a sinB
b

=
1

2
，

因为 a < b，所以 A < B，所以 A =
π

6
.

评注 5.3.2. 初学者在解答本题时，容易忽略大边对大角的隐含条件而造成多解 A =
π

6
或 A =

5π

6
.

例 5.4 (如何利用正弦定理进行边角互化). (1) 在 4ABC 中，c cosB = 12，b sinC = 5，求 c.

(2) 已知 4ABC 的外接圆半径为 R，且 2R(sin2 A − sin2 C) = (
√
2a − b) sinB，其中 a 和 b 分别

是 A 和 B 的对边，求角 C 的大小.

(3) 设 4ABC 的内角 A,B,C 所对的边分别是 a, b, c，且满足 a cosB − b cosA =
4

5
c，求

tanA
tanB .

(4) 在 4ABC 中，
cosB
cosC = − b

2a+ c
，求角 B 的大小.

解. (1) 题给的两个条件看似无法直接建立联系，考虑利用正弦定理进行转化. 由正弦定理可知

b sinC = c sinB，所以 c sinB = 5，又因为 c cosB = 12，所以 tanB =
5

12
. 又因为 B ∈ (0, π)，所
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以 sinB =
5

13
, cosB =

12

13
，所以 c =

12

cosB = 13.

(2) 由正弦定理，
a

sinA =
c

sinC = 2R，所以 2R sinC = c, 2R sinA = a，所以条件等价于

a sinA − c sinC = (
√
2a − b) sinB，利用正弦定理角化边，得 a2 − c2 = (

√
2a − b)b，整理得 c2 =

b2 + a2 −
√
2ab，由余弦定理可知 cosC =

a2 + b2 − c2

2ab
=

√
2ab

2ab
=

√
2

2
，又因为 C ∈ (0, π)，所以

C =
π

4
.

评注 5.4.1. 本题希望提醒读者正弦定理可以用于边角互化，即 a = 2R sinA，其中 R 是外接圆的

半径.

另外，如果等式两边关于边或角的正弦值是齐次式，根据正弦定理，我们可以直接将边变成相应

的正弦值，或将正弦值变成相应的边，而等式依然成立；同理，如果分式的分子分母关于边或角的正弦

值是齐次式，我们也可以将分子和分母中的边变成相应的正弦值，或将正弦值变成相应的边，而分式

的值不变.例如在本题中，我们将 a sinA−c sinC = (
√
2a−b) sinB 直接改成了 a2−c2 = (

√
2a−b)b.

这个技巧可以实现边角互化，在解答解三角形问题中会常常用到.

(3)由正弦定理，sinA cosB−cosB sinA =
4

5
sinC，而 sinC = sin(π − (A+B)) = sin(A+B) =

sinA cosB+sinB cosA，所以 sinA cosB−cosB sinA =
4

5
sinA cosB+

4

5
sinB cosA，所以 sinA cosB =

9 sinB cosA，所以 tanA = 9 tanB，所以 tanA
tanB = 9.

评注 5.4.2. 在三角形 ABC 中，sinC = sin(A+B), cosC = − cos(A+B), tanC = − tan(A+B)(C 6=
π

2
).

如果三角形 ABC 不是直角三角形，那么我们有 tanA tanB tanC = tanA+ tanB + tanC.

(4)
cosB
cosC = − b

2a+ c
=

− sinB
2 sinA+ sinC，所以 2 sinA cosB + sinC cosB = − sinB cosC，所

以 2 sinA cosB + sinC cosB + sinB cosC = 2 sinA cosB + sinA = 0，因为 sinA 6= 0，所以

2 cosB + 1 = 0，所以 cosB = −1

2
，因为 B ∈ (0, π)，所以 B =

2π

3
. ♥

例 5.5 (与正切相关的一组问题). (1) 在 4ABC 中，内角 A,B,C 的对边分别是 a, b, c，若
a

cosA =

b

2 cosB =
c

3 cosC，则 ∠A 的大小为 .

(2)4ABC 中，角 A,B,C 的所对边分别为 a, b, c，若 a2 + b2 = 2019c2，则
cotC

cotA+ cotB = .

(3) 在 4ABC 中，sin2 A+ sin2 C = 2018 sin2 B ，则
(tanA+ tanC) tan2 B

tanA+ tanB + tanC = .

(4)已知在4ABC 中，内角 A,B,C 的对边分别是 a, b, c.已知 5 cosB =
5b cosA+ 4c

a
，求

cos2 A
2
+ tan A

2

(cos2 A
2
− sin2 A

2
) tanB

的值.

解. (1) 因为
a

cosA =
b

2 cosB =
c

3 cosC，所以
sinA
cosA =

sinB
2 cosB =

sinC
3 cosC，即 tanA =

1

2
tanB =

1

3
tanC，不妨设 tanA =

1

2
tanB =

1

3
tanC = λ，则 tanA = λ, tanB = 2λ, tanC = 3λ. 因为在

4ABC 中，tanA tanB tanC = tanA+ tanB + tanC，所以 6λ3 = 6λ，因为 λ > 0，所以 λ = 1，

又因为 A ∈ (0, π)，所以 A =
π

4
.

(2) 切化弦，并由正弦定理和余弦定理进行边角互化：
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cotC
cotA+ cotB =

cos C
sin C

cos A
sin A

+ cos B
sin B

=
cosC sinA sinB

sinC(sinB cosA+ cosB sinA) =
cosC sinA sinB

sin2 C

=
ab

c2
cosC =

ab

c2
· a

2 + b2 − c2

2ab
=

a2 + b2 − c2

2c2
=

2019c2 − c2

2c2
= 1009.

(3) 因为 sin2 A+ sin2 C = 2018 sin2 B，由正弦定理得 a2 + c2 = 2018b2.
(tanA+ tanC) tan2 B

tanA+ tanB + tanC =
(tanA+ tanC) tan2 B

tanA tanB tanC =
tanA tanB + tanB tanC

tanA tanC
=

sinA sinB cosC + sinB sinC cosA
sinA sinC cosB =

sinB(sinC cosA+ cosC sinA)
sinA sinC cosB =

sin2 B

cosB sinA sinC
=

b2

ac cosB =
b2

ac
· 2ac

a2 + c2 − b2
=

2b2

a2 + c2 − b2
=

2b2

2018b2 − b2
=

2

2017
.

评注 5.5.1. 第 (3) 问中，分式的分子是正切的三次齐次式，而分母是正切的一次式，因此考虑利用

三角形中正切值的关系将分母改写成三次式，从而将分式变形为齐次分式，然后切化弦与正弦定理

和余弦定理建立联系.

(4) 由正弦定理边化角，得 5 cosB =
5 sinB cosA+ 4 sinC

sinA ，即 5 sinA cosB = 5 sinB cosA+

4 sinC = 5 sinB cosA + 4 sinB cosA + 4 sinA cosB，即 sinA cosB = 9 sinB cosA，所以 tanA =

9 tanB.

通过三角恒等变形，以 tanA 和 tanB 为主元来表示待求的式子.
cos2 A

2
+ tan A

2

(cos2 A
2
− sin2 A

2
) tanB

=

1+cos A
2

tan A
2

cosA tanB =
sinA

1 + cosA · 1 + cosA
2 cosA tanB =

tanA
2 tanB =

9

2
. ♥

例 5.6 (如何利用余弦定理进行边角互化). (1) 在 4ABC 中，设内角 A、B、C 的对边长分别为 a，

b，c. 条件 p : B + C = 2A, 且 b+ c = 2a；条件 q : 4ABC 是正三角形，则 p 是 q 的 条件.

(2)已知 4ABC 的三边分别为 a, b, c ,且 aπ+bπ = cπ（π 是圆周率）,则 4ABC 为 ( )

三角形.

(A) 锐角 (B) 直角 (C) 钝角 (D) 以上都有可能

(3) 在 4ABC 中，若 AC =
√
2，AB = 2 ，且

√
3 sinA+ cosA√
3 cosA− sinA

= tan 5π

12
，则 BC = .

解. (1) 如果条件 q 成立，那么条件 p 显然成立.

如果条件 p 成立，因为 B + C = π − A = 2A，所以 cos(π −A) = cos 2A，即 − cosA =

2 cosA −1，解得 cosA = −1舍去 或 cosA =
1

2
，因为 A ∈ (0, π)，所以 A =

π

3
. 由余弦定理，

a2 = b2 + c2 − 2bc cosA = b2 + c2 − bc，又因为 a2 = [
1

2
(b+ c)]2 =

1

4
(b+ c)2 = b2 + c2 − bc，整理得

(b− c)2 = 0，所以 b = c，所以 4ABC 是正三角形，条件 q 成立.

所以，条件 p 是条件 q 的充分必要条件.

(2) 因为 aπ + bπ = cπ，所以 a < c, b < c，根据大边对大角可知 4ABC 中角 C 是最大的，因

此只需判断出 cosC 的符号即可.

由余弦定理，cosC =
a2 + b2 − c2

2ab
. 因为 cπ−2a2 + cπ−2b2 > aπ−2a2 + bπ−2b2 = aπ + bπ = cπ =

cπ−2c2，所以 a2 + b2 > c2，所以 cosC > 0，4ABC 是锐角三角形.

(3)由辅助角公式，
√
3 sinA+ cosA√
3 cosA− sinA

=
2 sin

(
A+ π

6

)
2 cos

(
A+ π

6

) = tan
(
A+

π

6

)
= tan

(
5π

12

)
，所以 A+

π

6
=

kπ +
5

12
, k ∈ Z. 因为 A ∈ (0, π)，所以 A+

π

6
∈ (

π

6
,
7π

6
)，所以 A+

π

6
=

5π

12
，所以 A =

π

4
.

由余弦定理，a =
√
b2 + c2 − 2bc cosA =

√
2 + 4− 2×

√
2× 2×

√
2

2
=

√
2. ♥
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例 5.7 (求最值或范围). (1) 在 4ABC 中，设内角 A、B、C 的对边长分别为 a，b，c，且 2a cosA =

b cosC + c cosB，b+ c = 4，求 a 的最小值.

(2) 在锐角三角形 ABC 中，角 A、B、C 的对边分别为 a，b，c. 若 cosB
b

+
cosC
c

=
2
√
3 sinA

3 sinC ，
√
3 sinB + cosB = 2，则 a+ c 的取值范围是 .

(3) 已知 I 是 4ABC 的内心，cosA =
7

8
，若

−→
AI = x

−−→
AB + y

−→
AC，求 x+ y 的最大值.

(4) 已知 4ABC 的内角 A,B,C 的对边分别为 a, b, c，且 (a2 + b2 − c2) · (a cosB + b cosA) = abc，

若 a+ b = 2，求 c 的范围.

解. (1)由正弦定理，2 sinA cosA = sinB cosC+sinC cosB = sinA，因为 sinA > 0，所以 cosA =
1

2
.

由余弦定理，a2 = (b+ c)2 − 2bc(1 + cosA) = 16− 3bc ≥ 16− 3× (b+ c)2

4
= 4，当且仅当 b = c = 2

时等号成立，所以 a 的最小值是 2.

评注 5.7.1. 事实上，在三角形 ABC 中，b cosA+a cosB = c, c sinA+a sinC = b, b cosC+c cosB =

a.

另外，由余弦定理可知 (b+ c)2 = a2 +2bc(1+ cosA)，这个结论建立了 b+ c 和 bc 之间的关系，

有时可以用来计算两边之和或两边之积.

(2) 因为
cosB
b

+
cosC
c

=
2
√
3 sinA

3 sinC ，由正弦定理和余弦定理得

a2 + c2 − b2

2abc
+

b2 + a2 − c2

2abc
=

2
√
3a

3c
，所以

2a2

2abc
=

a

bc
=

2
√
3a

3c
，解得 b =

√
3

2
.因为

√
3 sinB+

cosB = 2 sin
(
B +

π

6

)
= 2，且 B +

π

6
∈ (

π

6
,
7π

6
)，所以 B +

π

6
=

π

2
，即 B =

π

3
.

有正弦定理可知，a =
b

sinB sinA = sinA, c = b

sinB sinC = sinC，所以 a+c = sinA+ sinC =

sinA+sin
(
π − π

3
− C

)
= sinC+sin

(
2π

3
−A

)
= sinA+

√
3

2
cosA+

1

2
sinA =

3

2
sinA+

√
3

2
cosA =

√
3 sin

(
A+

π

6

)
.

因为 0 < A <
π

2
, 0 <

2π

3
− A <

π

2
，所以 A ∈ (

π

6
,
π

2
)，所以相位的范围 A+

π

6
∈ (

π

3
,
2π

3
)，所

以 sin
(
A+

π

6

)
∈ (

√
3

2
, 1]，所以 a+ b 的范围是 (

3

2
,
√
3].

(3) 因为 I 是 4ABC 的内心，所以对于平面内任意一点 P，有
−→
PI =

a
−→
PA+ b

−−→
PB + c

−−→
PC

a+ b+ c
，把

点 P 取成点 A，则
−→
AI =

b

a+ b+ c

−−→
AB +

c

a+ b+ c

−→
AC，由平面向量基本定理可知，x =

b

a+ b+ c
，

y =
c

a+ b+ c
，所以 x+ y =

b+ c

a+ b+ c
=

1
a

b+c
+ 1

.

由余弦定理，a =

√
b2 + c2 − 7

4
bc，所以

a

b+ c
=

√
b2 + c2 − 7

4
bc

b+ c
，这是一个齐次分式，考虑以

商变量
b

c
为主元，分离常数得

a

b+ c
=

√
1− 15

4( b
c
+ c

b
+ 2)

，因为
b

c
+

c

b
≥ 2，当且仅当 b = c 时等

号成立，所以
a

b+ c
≥ 1

4
，所以 x+ y ≤ 4

5
，当且仅当 b = c 时等号成立. 即 x+ y 的最大值是

4

5
.

(4)由余弦定理得，2ab cosC(a cosB+b cosA) = abc，因为 a cosB+b cosA = c，所以 cosC =
1

2
，

因为 C ∈ (0, π)，所以 C =
π

3
.

由正弦定理得 c =
a+ b

sinA+ sinB sinC =

√
3

2
× 2

sinA+ sin
(
2π
3
−A

) =
1

sin
(
A+ π

6

) .
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因为 A ∈ (0,
2π

3
)，所以相位 A+

π

6
∈ (

π

6
,
5π

6
)，所以 sin

(
A+

π

6

)
∈ (

1

2
, 1]，所以 c ∈ [1, 2). ♥

评注 5.7.2. 在解答解三角形中的求最值问题时，可以或者说更应该使用不等式来求解；解答求范围

问题时，则不适合使用不等式，而应当通过边角互化构造三角函数，并依照求函数值域的流程来求

解范围.

例 5.8. (1)在 4ABC 中，角 A,B,C 所对的边分别是 a, b, c，若 4ABC 是锐角三角形，且 b2−c2 =

ac，则
1

tanA +
1

tanB 的取值范围是 .

(2) 在 4ABC 中，A = 2B，AB =
7

3
，BC = 4，CD 平分 ∠ACB 交 AB 于点 D，求 AD 的长.

C

A

D

B

解. (1)由余弦定理得 b2 = c2+a2−2ac cosB，又因为 b2 = c2+ac，所以 c2−2ac cosB = ac，即 a =

c−2a cosB，由正弦定理得 sinA = sinC−2 sinA cosB = sinA cosB+ cosA sinB−2 sinA cosB =

cosA sinB − sinA cosB，所以 tanA = sinB − tanA cosB，即 tanA =
sinB

1 + cosB = tan B

2
，又因

为 4ABC 是锐角三角形，所以 A =
B

2
，即 B = 2A.

以 tanA 为主元，因为 π − 3A ∈ (0,
π

2
)，A ∈ (0,

π

2
)，2A ∈ (0,

π

2
)，所以 A ∈ (

π

6
,
π

4
)，所以

tanA ∈ (

√
3

3
, 1). 1

tanA − 1

tanB =
1

tanA − 1

tan 2A =
1

tanA − 1− tan2 A

2 tanA =
1

2
(tanA+

1

tanA). 由对

勾函数的性质可知 tanA+
1

tanA ∈ (2,
4
√
3

3
)，所以

1

tanA − 1

tanB ∈ (1,
2
√
3

3
).

评注 5.8.1. 事实上，在三角形 ABC 中 b2 = c(a+ c) 等价于 B = 2A，其充分性的证明在第 (1) 小

问中已经给出，其必要性的证明如下：

因为 B = 2A，所以 sinB = sin 2A = 2 sinA cosA = 2 sinA × b2 + c2 − a2

2bc
，由正弦定理得

b = a
b2 + c2 − a2

bc
，整理得 b2c = ab2 + ac2 − a3，进一步得到 b2(c− a) = a(a+ c)(c− a).

若 c = a，那么 A = C，又因为 B = 2A,A + B + C = π，所以 A = C =
π

4
, B =

π

2
，此时

4ABC 是等腰直角三角形，b2 = c(a+ c) 显然成立；

若 c 6= a，那么 b2 = a(a+ c) 成立.

综上所述，b2 = c(a+ c) 等价于 B = 2A.

(2) 由 A = 2B 可得 a2 − b2 = bc，因为 c =
7

3
，a = 4，所以 b = 3.

事实上这是一个解母子三角形的问题，在三角形 ACD 和 BCD 中分别使用正弦定理，可得

sin∠ACD

AD
=

sin∠ADC

b
,
sin∠BCD

BD
=

sin∠BDC

a

因为 ∠ACD = ∠BCD，∠ADC + ∠BDC = π，所以 sin∠ACD = sin∠BCD，sin∠ADC =

sin∠BDC，所以
AD

BD
=

b

a
=

4

3
，又因为 AD +BD = c =

7

3
，所以 AD = 1. ♥
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习题 5.1

1. 设4ABC的内角A,B,C的对边分别是 a, b, c，若
cosA
a

=
3 cosB

b
=

4 cosC
c
，则 tanA = .

2. 若 4ABC 的内角 A，B，C 所对的边 a, b, c 满足 b2 = ac，则
sinA cotC + cosA
sinB cotC + cosB 的取值范

围是 .

3. 在 4ABC 中，已知 ∠A = 120◦，AB = 5，BC = 7．则
sinB
sinC 的值为 .

4. 设直角三角形的三边依次为 a, b, c(c 为斜边)，周长为 6．则 c 的最小值为 .

5. 设 4ABC 的内角 A,B,C 的对边分别为 a, b, c，且 A − C =
π

2
，a, b, c 满足 a + c = 2b，则

cosB = .

6. 已知 4ABC 的三边 a, b, c 满足 ac = b2，边 a, b, c 所对的角依次为 A、B、C，且 sinA sinB+

sinB sinC + cos 2B = 1，则角 B 为 .

7. 在 4ABC 中，角 A、B、C 的对边分别为 a、b、c，且 1+
tanA
tanB =

2c

b
，则角 A的大小为 .

8. 在4ABC 中，内角 A,B,C 所对的边分别是 a, b, c，若 a = 2, b = 3, C = 2A，则 cosC = .

9. 在 4ABC 中，AB = 1，BC = 2．则 ∠C 的取值范围是 .

10. 已知一个角大于 120◦ 的三角形的三边长分别为 m、m + 1、m + 2，则实数 m 的取值范围

是 .

11. 在 4ABC 中，∠B =
π

4
，∠C =

5π

12
，AC = 2

√
6 ，AC 的中点为 D . 若长度为 3 的线段 PQ

（P 在 Q 的左侧）在直线 BC 上滑动，则 AP +DQ 的最小值为 = .

12. 已知三边为连续自然数的三角形的最大角是最小角的两倍，则该三角形的周长为 .

13. 设 G 为 4ABC 的重心，若 BG⊥CG,BC =
√
2 则 AB +AC 的最大值为 .

14. 设正实数 a、b、c 满足


a2 + b2 = 3,

a2 + c2 + ac = 4,

b2 + c2 +
√
3bc = 7,

，求 a、b、c 的值．

15. 已知是 x, y, z 正数，且满足


x2 + y2 + xy = 3,

y2 + z2 + yz = 4,

z2 + x2 + zx = 7,

，求 x+ y + z.

5.2
解三角形的综合应用

在这一节中主要讨论三角形中的一些几何度量值的计算，并举例说明综合应用解三角形的技巧

解决较复杂的问题的方法，以及解三角形在实际问题中的应用.
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5.2.1 求三角形的面积

除了我们熟知的三角形面积公式

S =
1

2
aha,其中ha表示边a上的高

以外，计算三角形的面积还有更灵活更多样的方法.

如果我们已知三角形的两边 b, c 即其夹角 A，那么

S =
1

2
bc sinA

在很多情况下我们都会选择按这个公式计算三角形的面积.

如果我们已知三角形的内切圆半径 r，那么 S = pr，其中 p 是 4ABC 的半周长.

如果我们已知三角形的外接圆半径 R，由正弦定理 sinA =
a

2R
，所以 S =

abc

4R
. 另外，由正弦

定理得 b = 2R sinB, c = 2R sinC，所以 S = 2R2 sinA sinB sinC.

如果我们只知道三角形的三条边，除先根据余弦定理计算出一个角，再按 S =
1

2
bc sinA 计算

外，还可以用海伦-秦九韶公式直接计算.

我国宋代的数学家秦九韶提出了计算三角形面积的 “三斜求积术”，其叙述如下：“以小斜幂，并

大斜幂，减中斜幂，余半之，自乘于上；以小斜幂乘大斜幂，减上，余四约之，为实，一为从隅，开

平方得积.”1

秦九韶把三角形的三条边分别称为小斜、中斜和大斜，把这段文字写成公式，就是

S =

√
1

4
[b2c2 − (

b2 + c2 − a2

2bc
)2].

这就是秦九韶公式. 秦九韶公式的正确性是容易验证的，只需在式 S =
1

2
bc sinA 中利用余弦定

理将角化成边即可，过程如下：

S =
1

2
bc sinA =

√
1

4
[b2c2(1− cos2 A)] =

√
1

4
[b2c2 − b2c2(

b2 + c2 − a2

2bc
)2]

=

√
1

4
[b2c2 − (

b2 + c2 − a2

2bc
)2]

而海伦公式的形式如下：

S =
√
p(p− a)(p− b)(p− c)

经过简单的变形可知海伦公式和秦九韶公式是完全等价的：

S =

√
1

4
[b2c2 − (

b2 + c2 − a2

2bc
)2] =

1

4

√
(2bc+ b2 + c2 − a2)(2bc− b2 − c2 + a2)

=
1

4

√
(b+ c− a)(b+ c− a)(a− b+ c)(a+ b− c) =

1

4

√
2p(2p− 2a)(2p− 2b)(2p− 2c)

=
√
p(p− a)(p− b)(p− c)

作为补充，海伦公式有一个推广形式. 设 ABCD 是圆内接四边形，其内角 A,B,C,D 所对的边

分别为 a, b, c, d，其半周长为 p =
a+ b+ c+ d

2
，那么其面积可以按以下公式计算：

S =
√
(p− a)(p− b)(p− c)(p− d)

1引自网络.
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这个公式相传最初由婆罗摩笈多 (Brahmagupta) 在公元 7 世纪初的一部论及天文的著作中给

出. 如果我们认为点 C 和点 D 重合，那么可认为 d = 0，此时圆内接四边形退化成三角形，婆罗摩

笈多公式的形式也变成了海伦公式.

A

B

C

D

图 5.3: 圆内接四边形

例 5.9. (1)已知 4ABC 中,A =
π

3
,
AB

AC
=

5

8
,内切圆半径 r = 2

√
3 ,则这个三角形的面积是 .

(2) 设 4ABC 的三个内角是 A,B,C. 若 BC 边中点为 M , 证明: cot∠BAM = 2 cotA+ cotB .

(3) 已知在 4ABC 中，sin 2A+ sin(A−B + C) = sin(C −A−B) +
1

2
，且三角形 ABC 的面积 S

满足 1 ≤ S ≤ 2，那么下列各式一定成立的是 ( ).

(A) bc(b+ c) > 8 (B) ab(a+ c) > 16
√
2

(C) 6 ≤ abc ≤ 12 (D) 12 ≤ abc ≤ 24

解. (1) 因为
AB

AC
=

5

8
，所以不妨设 AB = 5x,AC = 8x(x > 0)，由余弦定理得

BC =

√
25x2 + 64x2 − 2× 5× 8× 1

2
x2 = 7x

由三角形面积公式：

S =
1

2
bc sinA = pr

代入得

10
√
3x2 = 20

√
3x

解得 x = 2，所以 S = 20
√
3x = 40

√
3.

(2) 注意 cotA =
cosA
sinA =

b2 + c2 − a2

2bc sinA =
b2 + c2 − a2

4S
，其中 S 是 4ABC 的面积，同理可得

cotB =
c2 + a2 − b2

4S
，这样 R.H.S =

b2 + 3c2 − a2

4S
.

在 4BAM 中再次利用以上事实得

cot∠BAM =
BA2 +AM2 −BM2

4S△BAM

=
c2 +AM2 − a2

4

2S

由中线长公式 |AM |2 = 1

2
(b2 + c2)− 1

4
a2，
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所以

L.H.S = cot∠BAM =
c2 + 1

2
(b2 + c2)− 1

4
a2 − a2

4

2S
=

b2 + 3c2 − a2

4S
= R.H.S

证毕.

(3) 因为 sin 2A+ sin(A−B + C) = sin(C −A−B) +
1

2
，所以

sin 2A+ sin(A−B + C)− sin(C −A−B) =
1

2
，

差化积，得

sin 2A+ 2 cos(C −B) sinA =
1

2

由二倍角公式

2 sinA cosA+2 sinA cos(C −B) = 2 sinA[cosA+cos(C −B)] = 2 sinA[cos(C −B)−cos(C +B)] =
1

2

再次差化积，得

4 sinA sinB sinC =
1

2
⇒ sinA sinB sinC =

1

8

由三角形面积公式，S = 2R2 sinA sinB sinC ∈ [1, 2]，所以 R ∈ [2, 2
√
2].

再由三角形面积公式，S =
abc

4R
= 2R2 sinA sinB sinC =

1

4
R2，所以 abc = R3 ∈ [8, 16

√
2]，所

以 C,D 均不一定成立.

因为 b+ c > a，所以 bc(b+ c) > abc ≥ 8，所以 A 一定成立.

而 ab(a+ c) = a2b+ abc = (1 +
sinB
sinC )R3，显然 B 不一定成立. 因此选择 A 项. ♥

例 5.10. 4ABC 的内角 A,B,C 所对的边分别为 a, b, c，已知 4ABC 的面积为
a2

3 sinA .

(1) 求 sinB sinC；

(2) 若 6 cosB cosC = 1, a = 3，求 4ABC 的周长.

解. (1)S△ABC =
1

2
ac sinB =

a2

3 sinA，化简得
1

2
c sinB =

a

3 sinA，由正弦定理
1

2
sinB sinC =

sinA
3 sinA =

1

3
，所以 sinB sinC =

2

3
.

(2) 由题设及 (1) 知 cos(B + C) = cosB cosC − sinB sinC =
1

6
− 2

3
= −1

2
，所以 cosA =

− cos(B + C) =
1

2
. 又因为 C ∈ (0, π)，所以 C =

π

3
.

因为
1

2
bc sinA =

a2

3 sinA，所以 bc = 8，由余弦定理，

b+ c =
√

a2 + 2bc(1 + cosA) =
√
32 + 2× 8× 3

2
=

√
33.

所以三角形的周长 2p = a+ b+ c = 3 +
√
33. ♥

例 5.11. 已知4ABC 的面积为 1，且 BC = 1，当4ABC 的三条高的乘积取得最大值时，sinA = .

解. 由题设，BC 边上的高 ha =
2S

BC
= 2，所以 4ABC 三条高的乘积取得最大值，当且仅当

hbhc =
4

bc
取得最大值，即 bc 取得最小值. 因为 1

2
bc sinA = 1，所以 bc =

2

sinA，所以只需求 sinA

的最大值.
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由余弦定理，b2 + c2 = a2 + 2bc cos = 1 + 2bc + cosA ≥ 2bc，当且仅当 b = c 时等号成立，所

以 2bc(1− cosA) ≤ 1，即 4
1− cosA
sinA ≤ 1，由半角公式可知 tan A

2
≤ 1

4
. 因为 1

4
< 1，所以

A

2
<

π

4
，

即 A <
π

2
，所以当 tan A

2
=

1

4
时，sinA 最大，此时 sinA =

2 tan A
2

1 + tan2 A
2

=
8

17
.

5.2.2 解母子三角形

如图5.4所示，在母子三角形中：母三角形和一个子三角形有一个公共边和一个公共角；而两个

子三角形则有一个公共边和一对邻补角. ♥

DB C

A

图 5.4: 母子三角形

例 5.12. 4ABC 的内角 A，B，C 的对边分别为 a，b，c，角 A 的平分线 AD 交 BC 于 D 点．

AD = 2，a = 3，c sinA cosC = (2b− c) cosA sinC，求角 A 和 4ABC 的面积.

B C
D

A

解. 因为 c sinA cosC = (2b−c) cosA sinC，由正弦定理得 sinC sinA cosC = (2 sinB−sinC) cosA sinC，

因为 sinC, sinB 6= 0，所以 sinA cosC = (2 sinB − sinC) cosA ⇒ sinA cosC + cosA sinC =

2 sinB cosA ⇒ sinB = 2 sinB cosA ⇒ cosA =
1

2
，因为 A ∈ (0, π)，所以 A =

π

3
.

在 4ABD 中，由正弦定理，
AD

sinB =
BD

sin∠BAD
，所以 BD =

2× 1
2

sinB =
1

sinB，在 4ACD 中同

理可得 CD =
1

sinC，所以 a =
1

sinB +
1

sinC = 3.在4ABC 中由正弦定理，sinB =
b sinA

a
=

b

2
√
3
，

sinC =
c sinA

a
=

c

2
√
3
，所以 2

√
3(

1

b
+

1

c
) = 3，即 b+ c =

√
3

2
bc.

根据余弦定理，(b+ c)2 = a2+2bc(1+ cosA) = 9+3bc，又因为 (b+ c)2 = (

√
3

2
)2(bc)2 =

3

4
(bc)2，

所以
3

4
(bc)2 − 3bc− 9 = 0，解得 bc = 6(另一根为负，舍去)，所以 S△ABC =

1

2
bc sinA =

3
√
3

2
. ♥

例 5.13. 在4ABC 中，角 A,B,C 的对边分别为 a, b, c，且
sinC −

√
3 sinB

sinA+ sinB =
a− b

c
，2 sinA sinB =

1 + cosC. 若 ∠BAC 的角平分线与 BC 交与点 D，与 4ABC 的外接圆交于点 E( 异于点 A)，
−→
AE = λ

−−→
AD，求 λ 的值.
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A B

C
E

D

解. 由正弦定理角化边得 c−
√
3b

a+ b
=

a− b

c
，整理得 a2 = b2 + c2 −

√
3bc，由余弦定理可知 cosA =

b2 + c2 − a2

2bc
=

√
3

2
，因为 A ∈ (0, π)，所以 A =

π

6
.

又因为 2 sinA sinB = 1+cosC = 1−cos(A+B) = 1−cosA cosB+sinA sinB，即 cos(A−B) =

1，所以 A−B = 0，即 A = B =
π

6
.

不妨设 AC = 1.因为 AD 是 ∠BAC 的角平分线，所以 ∠DAC =
π

12
，∠ADC =

π

4
，在 4ADC

中由正弦定理，AD =
AC sinC
sin∠ADC

=

√
6

2
.

连接 OA,OE，则 OE ⊥ BC，因为 ∠BDE = ∠ADC =
π

4
，所以 ∠OEA =

π

2
−∠BDE =

π

4
，

所以 ∠OAE = ∠OEA =
π

4
. 而外接圆半径 OA =

AC

2 sinB = 1，所以 AE =
√
2OA =

√
2.

所以 λ =
AE

AD
=

2
√
3

3
. ♥

例 5.14. 如图，在锐角三角形 ABC 中，sin∠BAC =
24

25
，sin∠ABC =

4

5
，BC = 6，点 D 在边

BC 上，且 BD = 2BC，点 E 在边 AC 上，且 BE ⊥ AC，BE 交 AD 于点 F .

(1) 求 AC 的长；

(2) 求 cos∠DAC 及 AF 的长.

B

F
E

A

D
C

解. (1) 由正弦定理，AC =
BC sin∠ABC

sin∠BAC
=

6× 4
5

24
25

= 5.

(2) 因为 4ABC 是锐角三角形，所以 cos∠BAC =
7

25
，cos∠ABC =

3

5
，

所以

cosC = − cos(∠ABC + ∠BAC) = − cos∠BAC cos∠ABC + sin∠BAC sin∠ABC

= − 7

25
× 3

5
+

24

25
× 4

5
=

3

5
.

因为 BE ⊥ AC，

所以 CE = BC cosC =
18

5
, AE = AC − CE =

7

5
. 在三角形 ACD 中由余弦定理可得

AD =
√
AC2 +DC2 − 2AC ·DC cosC =

√
25 + 4− 12 =

√
17,

所以，cos∠DAC =
AD2 +AC2 − CD2

2AD ·AC
=

17 + 25− 4

10
√
17

=
19
√
17

85
.(也可先根据正弦定理算出

sin∠DAC，再利用平方关系. 但是用余弦定理直接计算似乎更简洁一些)
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由 BE ⊥ AC，得 AF =
AE

cos∠DAC
=

7
√
17

19
. ♥

例 5.15. 如图，在 4ABC 中，AB > AC，BC = 2
√
3，A =

π

3
，4ABC 的面积为 2

√
3，则角平

分线 AD 长等于 .

B C

A

D

在解答这个问题之前，我们先介绍一个有关母子三角形的结论：

定理 5.2.1 (张角定理). 在 4ABC 中，D 为 BC 上一点，那么：

sin∠BAC

AD
=

sin∠BAD

AC
+

sin∠CAD

AB
.

张角定理可以简单地记忆为 “不沾边”，即公式中出现的三个角正好是由公式中的三条边所张的

三个角，而 sin∠BAC 比上的边是 AD，sin∠BAD 比上的边是 AC，sin∠CAD 比上的边是 AB，

每个角比上的边都是 “不沾” 的边.

证明. 如图5.4所示，S△ABC =
1

2
|AB||AC| sin∠BAC,S△ABD =

1

2
|AB||AD| sin∠BAD,S△ACD =

1

2
|AC||AD| sin∠CAD.

因为 S△ABC = S△ABD + S△ACD，即

1

2
|AB||AC| sin∠BAC =

1

2
|AB||AD| sin∠BAD +

1

2
|AC||AD| sin∠CAD

等式两边同时除以
1

2
|AB||AC||AD|，立刻得到

sin∠BAC

AD
=

sin∠BAD

AC
+

sin∠CAD

AB
.

根据推导过程很容易理解 “不沾边” 的原因，因为在面积公式中出现的是两边及其夹角正弦值

的乘积，所以在同时除以
1

2
|AB||AC||AD| 之后分母上只剩下 “不沾边”.

下面以张角定理为基础来解答例5.15.

解. 由张角定理，
sinA
AD

=
sin A

2

b
+

sin A
2

c
.

化简得

AD =

√
3bc

b+ c

因为 S△ABC =
1

2
bc sinA = 2

√
3，所以 bc = 8.

由余弦定理，b+c =
√
a2 + 2bc(1 + cosA) =

√
12 + 2× 8× 3

2
= 6，所以 AD =

√
3× 8

6
=

4
√
3

3
.

♥
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例 5.16. 如图，在 4ABC 中，设 4ABC 的内角 A,B,C 的对边分别为 a, b, c，且 a cosC+c cosA =

b sinB，且 ∠CAB =
π

6
. 若 D 是 4ABC 外一点，DC = 2，DA = 3，那么当四边形 ABCD 的面

积取得最大值时，sinD = .

A B

C

D

解. 因为在 4ABC 中，a cosC + c cosA = b，所以 b = b sinB，即 sinB = 1. 因为 B ∈ (0, π)，所

以 B =
π

2
，又因为 ∠CAB =

π

6
，所以 BC = AC sin π

6
=

1

2
AC，AB = AC cos π

6
=

√
3

2
AC.

在 4ADC 中，由余弦定理，AC2 = 22 + 32 − 2 × 2 × 3 cosD = 13 − 12 cosD，S△ABC =

1

2
×

√
3

2
AC × 1

2
AC =

√
3

8
(13− 12 cosD). 所以四边形的面积为

S = S△ADC + S△ABC =
1

2
× 3× 2 sinD +

√
3

8
(13− 12 cosD) =

√
9 +

27

4
sin(D − φ) +

13

8

√
3

其中 φ 为锐角且 tanφ =

√
3

2
，所以当 D = φ +

π

2
时面积最大，此时 tanD = tan

(π
2
+ φ

)
=

− cotφ = − 2√
3
，所以 sinD =

2
√
7

7
. ♥

评注 5.16.1. 本题实际上包含了解两个三角形的过程，解答本题的关键是能够以角 D 为主元来表

示所求面积.

习题 5.2

1. 在 Rt4ABC 中，∠B = 90◦，AB = 15，BC = 20. 则顶点 B 与斜边各点的连线中（含边 AB、

BC）长度为整数的线段条数是 .

2. 在锐角 4ABC 中，sin(A+B) =
3

5
,sin(A−B) =

1

5
，AB = 3．则 4ABC 的面积为 .

3. 在 4ABC 中，内角 A,B,C 所对的边分别是 a, b, c，且 sinC cos A
2

= (2−cosC) sin A

2
,cosA =

3

5
，a = 4 ，则 4ABC 的面积为 .

4. 在 4ABC 中，AB +AC = 7，且三角形的面积为 4，则 sinA 的最小值为 .

5. 已知 4ABC 的三个角 A,B,C 成等差数列，对应的三边为 a, b, c，且 a, c,
4√
3
b 成等比数列，则

S△ABC : a2= .

6. 在 4ABC 中，AC = 3, sinC = k sinA(k ≥ 2)，则 4ABC 的面积的最大值为 .

7. 4ABC 中，角 A,B,C 的边长分别为 a, b, c，D 是 BC 的中点，若 a = 4,AD = c− b，则 4ABC

的面积的最大值为 .

8. 在 4ABC 中，AB = 2AC，且其面积 S△ABC = 1，则 BC 的最小值是 .
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9. 已知等腰直角 4PQR 的三个顶点分别在等腰直角 4ABC 的三条边上，记 4PQR、4ABC 的

面积分别为 S△PQR、S△ABC，则
S△PQR

S△ABC

的最小值为 .

10. 若过点 P (1, 0)、Q(2, 0)、R(4, 0)、S(8, 0) 作四条直线构成一个正方形, 则该正方形的面积不可能

等于 ( ).

(A) 16

17
(B) 36

5
(C) 26

5
(D)

196

53

11. 如图，在 4ABC 中，AB = 30，AC = 20，S△ABC = 210，D、E 分别为边 AB、AC 的中点，

∠BAC 的平分线分别与 DE、BC 交于点 F、G，则四边形 BGFD 的面积为 .

A D B

E

C

F
G

12. 已知圆内接四边形 ABCD 的边长分别为 AB = 1, BC = 3, CD = DA = 2，则四边形 ABCD 的

面积为 .

13. 设圆内接四边形 ABCD 的边长分别为 AB = 3，BC = 4，CD = 5，DA = 6，，则四边形 ABCD

的面积是 .

14. 设平面四边形 ABCD 的四边长分别为 4 个连续的正整数。证明：四边形 ABCD 的面积的最大

值不是整数。

15. 已知 P 是正方形ABCD内切圆上的一点，记 ∠APC = α,∠BPD = β，则 tan2 α+tan2 β = .

16. 已知 4ABC 的周长为 20, 内切圆的半径为
√
3, BC = 7, 则 tanA 的值为 .

17. 在 4ABC 中，角 A,B,C 满足：1007A2 + 1009B2 = 2016C2 , 则 4ABC 的形状为 .

18. 设 4ABC 的周长为 12，内切圆半径为 1. 则 4ABC 是 三角形.

19. 4ABC 中，A,B,C 所对的边分别为 a, b, c，tanC =
sinA+ sinB
cosA+ cosB，sin(B −A) = cosC.

(1) 求 A,C;

(2) 若 S△ABC = 3 +
√
3，求 a, c.

20. 已知函数 f(x) =

√
3

2
sin 2x− 1

2
(cos2 x− sin2 x)− 1, x ∈ R ，将函数 f(x) 的图像向左平移

π

6
个

单位后得到函数 g(x) 的图像，设 4ABC 三个角 A,B,C 的对边分别为 a, b, c.

(1) 若 c =
√
7, f(C) = 0, sinB = 3 sinA，求 a, b 的值.

(2) 若 g(B) = 0,−→m = (cosA, cosB),−→n = (1, sinA− cosA tanB)，求 −→m · −→n 的取值范围.
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21. 4ABC 中，角 A,B,C 的所对边分别为 a, b, c，有等式

ln tanA+ ln tanC = 2 ln tanB.

(1) 求证：tanA+ tanB + tanC = tanA tanB tanC;

(2) 当 B 最小时，若 4ABC 面积的最大值为
√
3，求 a, b, c 的值.

22. 设4ABC 的内角 A,B,C 的对边分别为 a, b, c，向量 −→m = (sinA, b+c)，−→n = (sinC−sinB, a−b)，

且存在实数 λ，使 −→m = λ−→n .

(1) 求角 C 的大小；

(2) 若 a+ b = kc，求实数 k 的取值范围.

23. 在 4ABC 中，角 A,B,C 的对边分为 a, b, c，且

a2 − (b− c)2 = (2−
√
3)bc, sinA sinB = cos2 C

2
�

BC 上的中线 AM 的长为
√
7.

(1) 求角 A 和角 B 的大小；

(2) 求 4ABC 的面积.

24. 已知数向量 −→m = (sinA, cosA)，−→n = (cosB, sinB)，−→m · −→n = sin 2C. 且 ∠A,∠B,∠C 分别是三
边 a, b, c 所对的角.

(1) 求 ∠C 的大小;

(2) 若 sinA, sinC, sinB 成等比数列，且 −→
CA ·

−−→
CB = 18，求 c 的值.

25. 在锐角 4ABC 中，sinA =
4
√
5

9
，且 a, b, c 为角 A,B,C 的对边.

(1) 求 sin 2(B + C) + sin2 B + C

2
的值；

(2) 若 a = 4，试求当
−−→
AB ·

−→
AC 取得最大值时，4ABC 的面积 S△ABC 的值.

26. 在 4ABC 中，a, b, c 分别是角 A,B,C 的对边，b = 1 ，且 cosC + (2a+ c) cosB = 0 .

(1) 求 B；

(2) 求 4ABC 的面积的最大值．

27. 设 x, y 均为非零实数，且满足
x sin π

5
+ y cos π

5

x cos π
5
− y sin π

5

= tan 9π

20
．

(1) 求 y

x
的值；

(2) 在 4ABC 中，若 tanC =
y

x
，求 sin 2A+ 2 cosB 的最大值．

28. 如图，在4ABC 中，sin ∠ABC

2
=

√
3

3
,AB = 2，点D在线段 AC 上，且 AD = 2DC，BD =

4
√
3

3
.

求
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(1) BC 长；

(2) 4DBC 面积．

A B

D

C

29. 已知向量 −→m = (cos x
2
,−1)，−→n = (

√
3 sin x

2
, cos2 x

2
)，设函数 f(x) = −→m · −→n + 1.

(1) 若 x ∈ [0,
π

2
]，f(x) =

11

10
，求 cosx 的值；

(2) 在 4ABC 中，角 A,B,C 的对边分别是 a, b, c，且满足 2b cosA ≤ 2c−
√
3a，求 f(B) 的取

值范围.

30. 在 4ABC 中，内角 A,B,C 对边的边长分别是 a, b, c，向量 −→p = (sinA + sinC, sinB)，向量
−→q = (a− c, b− a)，且满足 −→p ⊥−→q .

(1) 求 4ABC 的内角 C 的值；

(2) 若 c = 2，2 sin 2A+ sin(2B + C) = sinC，求 4ABC 的面积.

31. 在 4ABC 中，内角 A、B、C 对边的边长分别是 a、b、c，已知 c = 2，C =
π

3
．

(1) 求 4ABC 的周长的最大值；

(2) 若 2 sin 2A+ sin(2B + C) = sinC，求 4ABC 的面积．

32. 设 4ABC 的内角 A、B、C 的对边分别为 a、b、c，且满足 sinA+ sinB = (cosA+ cosB) sinC.

(1) 求证：4ABC 为直角三角形；

(2) 若 a+ b+ c = 1 +
√
2，求 4ABC 面积的最大值．

33. 已知向量 −→m = (
√
3 sinωx, cosωx)，−→n = (cosωx,− cosωx)(ω > 0)，函数 f(x) = −→m · −→n 的最小

正周期为
π

2
.

(1) 求 ω 的值；

(2) 设 4ABC 的三边 a、b、c 满足：b2 = ac，且边 b 所对的角为 x，若关于 x 的方程 f(x) = k

有两个不同的实数解，求实数 k 的取值范围．

34. 在 4ABC 中，AB =
√
2，AC = 1，∠C = 2∠A.

(1) 求 BC 的值；

(2) 设 P 为 4ABC 内一点，PA = AC，PB = PC，求 ∠PAB 的大小.
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35. 如图，A 是两条平行直线 l1、l2 之间的一个定点，且点 A 到直线 l1、l2 的距离分别为 AM = 1，

AN =
√
3．设4ABC 的另两个顶点 C、B分别在 l1、l2上运动，且满足 AB < AC，

AB

cosB =
AC

cosC .

(1) 试判断 4ABC 的形状，并证明结论；

(2) 求 1

AB
+

√
3

AC
的最大值.

l2

l1

M B

N C

A

36. 已知 4ABC 的角 A、B、C 的对边依次为 a、b、c，若满足
√
3 tanA ·tanB−tanA−tanB =

√
3，

(1) 求 ∠C 大小；

(2) 若 c = 2，且 4ABC 为锐角三角形，求 a2 + b2 取值范围．

37. 在 4ABC 中，角 A、B、C 的对边分别为 a、b、c，且 a cosC = (2b− c) cosA.

(1) 求角 A 的大小；

(2) 若 a =
√
3，D 为边 BC 的中点，求 AD 的取值范围.

38. 已知四边形 ABCD 是正方形，P 是边 CD 上一点（点 P 不与顶点重合），延长 AP 与 BC 的

延长线交于点 Q。设 4ABQ，4PAD ，4PCQ 的内切圆半径分别是 r1, r2, r3。

(1) 证明：r21 ≥ 4r2r3，并指出点 P 在什么位置时等号成立；

(2) 若 AB = 1，试求证：3− 2
√
2 < r21 + r22 + r23 <

1

2
.

A

B
C

D

P

Q
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第六章 不等式

心猿钻透玲珑窍，要解玄关一万重.

6.1
不等式的基本性质

不等式就是阐述不等关系的代数式. 和等式类似, 不等式也有一些显然而常用的基本性质.

1. 传递性: 若 a ≤ b, b ≤ c, 则 a ≤ c.

2. 加法: 若 a ≤ b, c ≤ d, 则 a+ c ≤ b+ d.

3. 正乘法: 若 a ≤ b, c > 0, 则 ac ≤ bc.

4. 负乘法: 若 a ≤ b, c < 0, 则 ac ≥ bc.

2.3. 两条综合, 我们还能得到一个重要的性质.

若 a ≤ b, c ≤ d, λ > 0, µ > 0, 则 λa + µb ≤ λc + µd. 这条性质被叫做线性组合. 可以看出, 线

性组合性质实质上是和 2.3. 两条性质相互等价的. 类似的性质在初中时就已经被大家所掌握, 在此

便不做赘述. 需要注意的一点是上面的 ≤≥ 换成不带等号的 < 和 > 也对.

不等式和等式均可用以表达某种限制. 例如, 等式 a = 3 表示限制 a 的取值在数 3 上, 而不等式

a < 3 则是限制 a 的取值比 3 小. 这种一元限制可以被反映在一条数轴上. 记该不等式是 P (x), 则

其代表的限制区域就是点集 A = {x|P (x)}. 如图:

a
0 3

a
0 3

图 6.1:

二元关系也可进行类似的处理, 如 x ≤ y 代表区域: B = {(x, y)|x ≤ y}. 从图像上看, 这表示半

个平面以及其边界. 记该不等式是 Q(x, y), 则其代表的限制区域就是点集 B = {(x, y)|Q(x, y)}. 在

作图的时候, 如果集合包括了它的边界, 则我们会把它的边界用实线标出. 否则用虚线表示. 单独的

包括或者不包括某个点用实心或者空心点表示. 下面是一些例子.

169
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x

y

1

1

{(x, y)|x = y}

x

y

1

1

{(x, y)|x ≥ y}

x

y

1

1

{(x, y)|x < y}

1

−1

1

−1 x

y

{(x, y)|x2 + y2 = 1}

1

−1

1

−1 x

y

{(x, y)|x2 + y2 ≤ 1}(单位闭圆盘)

上述区域 B 称为不等式的可行域, 代表着所有符合不等式的数对 (x, y) 对应的点构成的集合.

这些集合间存在包含和被包含的关系, 也可以定义交并补等运算. 例如以下三个集合:

A = {(x, y)|x ≤ 1}, B = {(x, y)|y ≤ 1}, C = {(x, y)|x+ y ≤ 2}

x

y

y = 1

x = 1

A ∩B

x

y
(1, 1)

C

图 6.2:

作出图像可以看到, A∩B ⊆ C. 这表示由不等式组

x ≤ 1

y ≤ 1
可以推出 x+ y ≤ 2. 这恰恰是不等

式的第二条基本性质告诉我们的.

而事实上如果我们再取两个区域 D = {(x, y)|x+ 2y ≤ 3}, E = {(x, y)|1
2
x+

3

2
y ≤ 2} 并且作出

它们的图像, 自然可以发现 A ∩ B ⊆ D, A ∩ B ⊆ E. 这都代表着它们可以通过前述不等式组推出.

该结果与线性组合的结论一致. 作为练习，读者可以自己尝试画一画.

例 6.1. 证明: 若 a2 + b2 ≤ 1, 则 a+ b ≤
√
2.

解. 作出二者的可行域 A 和 B, 由图得知 A ⊆ B, 所以若 a2 + b2 ≤ 1, 则 a+ b ≤
√
2. ♥

用图像得到的结果总是符合我们的预期的, 但是只用基本性质来解决问题的话会得到一些意料

之外的结果. 如:

例 6.2. 已知:

4 ≤ x+ y ≤ 6(1)

2 ≤ x− y ≤ 4(2)
求证: 4x+ 2y ≤ 22.
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x

y

图 6.3:

解. 从图像上容易证明. 但如果用以下办法:

(1) + (2), 可得 3 ≤ x ≤ 5.

(2) 乘以 −1 再和 (1) 相加得到 0 ≤ y ≤ 2.

于是 4x+ 2y ≤ 4× 5 + 2× 2 = 24 > 22, 不能得到理想的结果. ♥

这个错误的出现源于中间解出 x和 y的范围的过程. 如果我们把原不等式组

4 ≤ x+ y ≤ 6 (1)

2 ≤ x− y ≤ 4 (2)

的可行域记作 A, 新不等式组

 3 ≤ x ≤ 5 (1)

0 ≤ x− y ≤ 2 (2)
的可行域记作 B, 那么可以看出 A ⊆ B. 我们将

原本的题目条件所表示的可行域扩大成了新的可行域, 这是一种对题目条件的” 曲解”, 得到一个” 扩

大化” 的结果. 如何避免这种初学者容易犯的错误呢?

几何角度这是容易解决的, 只要我们随时看一看处理过程中的可行域有没有变大就好了. 我们

给出一个代数角度的验证方法: 观察取等条件. 第一步解出 (x, y) 的过程中, 使等号成立的条件是

(x, y) ∈ {(3, 1), (4, 0), (4, 2), (5, 1)}. 而第二步的取等条件要求 (x, y) = (5, 2). 两次的取等条件不一

致, 所以这种放缩是不合适的, 只能得到 4x+ 2y ≤ 24 这种扩大化的结论. 良好的不等式放缩处理应

当考虑取等条件是否在可行域内 ((x, y) = (5, 2) 并不属于条件的可行域内). 一般来说不等式运用的

次数越少, 对取等条件的要求就越少, 也更不容易犯错误.

解. 3 × (1) + 1 × (2), 可得 3(x+ y) + (x− y) ≤ 22, 即 4x+ 2y ≤ 22. ♥

这种处理手法避免了对可行域的处理, 直接在原可行域内使用线性组合一步放缩, 避免了取等条

件的不一致.

这里的系数 3 和 1 是怎么确定的呢? 这是出自待定系数法. 方法是:

λ(x+ y) + µ(x− y) ≤ 6λ+ 4µ

比较系数可以得到 λ+ µ = 4

λ− µ = 2

于是

λ = 3

µ = 1
, 4y + 2x ≤ 16. 取等条件是

x+ y = 6

x− y = 4
, 即

x = 5

y = 1
.

在上述可行域中我们实际上可以求更多的目标函数的最值, 如: 3x+2y, 3x− 2y, y− 4x, 读者可

以自己探索.
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我们把这种在限定条件下求最值的问题称为规划问题. 当限制条件和目标函数都是线性函数时,

被称为线性规划问题. 再看一个例子.

例 6.3. 已知:


2x− y + 1 ≥ 0

x+ y − 1 ≤ 0

x− 2y + 1 ≤ 0

求 2x+ y 的最值.

解. 如果从基本性质的角度, 我们应当选择两条限定条件配以系数 λ, µ 以得到形如 x + 2y ≤ ___

的表达式. 但是我们无法保证选择的两个条件可以帮助我们求出最大值. 因此我们应探寻更简便有

效的方法.

我们知道, 基本性质不等式的取等条件是原不等式全都变成等式. 所以用基本性质不等式做出

来的最值取等条件一定恰好使两个不等号取等. 反映在可行域的图像上也就是说一定在边界点上.

所以当我们将三个不等式变为等式两两联立, 就可以判定出所有可能的取等条件.

例如在本题中, 两两联立方程得到的边界点为 (x, y) ∈ {(1, 0), (0, 1), (−1,−1)}. 我们分别计算

三种情况下的函数值分别为 2, 1,−3, 所以最大值是 2. ♥

评注 6.3.1. 从几何上进行解释是更容易理解的. 三个不等式联立表示的图形是一个三角形, 如下图.

它的顶点为 {(1, 0), (0, 1), (−1,−1)}. 目标函数 2x + y. 设 a = 2x + y, 则它可以表示一条直线:

y = −2x+ a. 这条直线经过可行域内的点, 斜率为 −2, 截距为 a, 求 a 的最大值.

平移直线, 可以看到它经过顶点 (1, 0), (−1,−1) 时, 截距取到它的最大值和最小值. 这与代数手

法得到的结论是一样的.

例 6.4. 在上题的条件下求 y

x+ 2
的最大值.

解. 所求的式子不再是线性的, 因此是一般的规划问题. 但依然可以从几何的角度去考虑. 这种分式

的结构我们一般考虑斜率, 即将其理解成可行域内一点 (x, y) 与点 (−2, 0) 连线的斜率. 由图知最大

值在 (0, 1) 处取到, 为 1

2
. ♥

例 6.5. 在上题的条件下求 x2 + y2 的最小值.

解. 所求的式子不是线性的, 也是一般的规划问题. 二次式一般找距离相对应, 比如本题可将表达式

与 (x, y) 到原点的距离进行关联. 设圆 x2 + y2 = a2, 则 a 最小值一定在与三条直线中的一条相切处

取到. 简单计算知道距离的最小值为 a =

√
5

5
, 则 x2 + y2 的最小值是

1

5
. ♥

如果目标函数是线性的或者是斜率型的, 那么最值一般在顶点处取到. 如果是距离型的, 那么最

小值不一定在顶点处取得, 但依然会在边界线上取到.

最后提醒一个常见的错误.

例 6.6. 已知:


2x− y + 1 ≤ 0

x+ y − 1 ≤ 0

x− 2y + 1 ≤ 0

求 2x+ y 的最大值.

解. 如果仅仅考虑顶点取等的话, 会得到错误的结果 2. 这个结果的取等条件是 (1, 0), 但是该点不在

可行域内. 这种做法出现错误的原因是这个题目的可行域不再是三条线围成的三角形. 正确的最大

值应该是 −3, 在点 (−1,−1) 处取到. ♥
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评注 6.6.1. 这提醒我们在用顶点取等的性质的时候需要确定我们得到的点是不是在可行域内, 也就

是确定用两条直线解出来的点是否符合第三条直线的限制条件. 例如本题的 (1, 0) 并不符合条件.

6.2
基本不等式

基本不等式是代数中最重要的不等式. 由于基本不等式要求变量都是正数, 所以如无特殊说明

本节所有字母都表示正实数.

先介绍均值的概念. 均值本质上是任意一个在数 a 和 b 之间的数. 即若设 a ≤ b, 则每一个满足

a ≤ x ≤ b 的 x 都是均值. 几个特殊的均值: 代数平均 (算数平均): A =
a+ b

2
, 几何平均: G =

√
ab,

平方平均: Q =

√
a2 + b2

2
, 调和平均: H =

2
1
a
+ 1

b

=
2ab

a+ b
. 平均值在数学和物理中有极为广泛的运

用. 如两电阻并联的电阻值与其调和平均相关, 串联电阻值与算数平均相关.

不同的均值之间是可以比较大小的. 最基本的大小关系存在于代数与几何平均值之间. 下面是

出于配方法的推导.

由恒成立式:

(
√
a−

√
b)2 ≥ 0

知:

a+ b− 2
√
ab ≥ 0

故
a+ b

2
≥

√
ab

当且仅当 a = b 时取等.

该不等式被称作均值不等式, 反映两个平均值 (代数和几何) 之间的大小关系: A ≥ G. 其他均

值也存在于该不等式中. 我们有不等式链: Q ≥ A ≥ G ≥ H. 即:√
a2 + b2

2
≥ a+ b

2
≥

√
ab ≥ 2ab

a+ b

对于任意次幂函数 f(x) = xα, 我们都可以定义一个 α 次平均值: xα =

(
aα + bα

2

) 1
α

. 例如

α = 2 时, 为
√

a2 + b2

2
; α = 1 时, 为 a+ b

2
. 将 xα 看做是 α 的一个函数, 则该函数在 R

0 上是个增函数, 且补充定义 x0 =
√
ab 的话, xα 在 R 上都是增函数. 这个对于一般 α 的均值不等

式被称作幂平均不等式.

回到基本的
a+ b

2
≥

√
ab. 仿照上一节的思路我们也可以对它进行几何上的解释.

假设 a+ b ≤ 2t. 则它在平面上表示一个三角形区域. 而区域 ab ≤ t2 表示双曲线的一支与其渐

近线形成的飞镖形区域. 显然飞镖形区域是包含三角形区域的.

反之, ab ≥ t2 表示飞镖形区域的反面. 该区域内的点都将满足 a+ b ≥ 2t. 以上等号成立条件均

为 a = b.

如果从平面几何考虑基本不等式的话, 还有另一种几何解释. 在 Rt4ABC 中, AD ⊥ BC，记

BC 的中点为 E，设 BD = a,DC = b，则:AD =
√
BD ·DC =

√
ab，AE =

1

2
BC =

a+ b

2
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a

b

O

2t

2t
a

b

s

sO

图 6.4: 几何解释 1

A

B C
D E

√
ab

a+ b

2

图 6.5: 几何解释 2

基本不等式常用于限定条件下最值的计算, 比如下面的例子:

例 6.7. a+ b = 2, 求 1

a
+

1

b
的最小值.

解. 法一:
1

a
+

1

b
=

1

a
+ a+

1

b
+ b− 2 ≥ 2 + 2− 2 = 2

法二:
1

a
+

1

b
=

1

2

(
1

a
+

1

b

)
(a+ b) =

1

2

(
1 + 1 +

a

b
+

b

a

)
≥ 2

♥

本题两种解法都可以, 但是第二种解法更好, 第一种方法不建议使用. 原因看下面的例题.

例 6.8. a+ b = 2, 求 1

a
+

4

b
的最小值.

解. 法一:
1

a
+

4

b
=

1

a
+ a+

4

b
+ b− 2 ≥ 2 + 4− 2 = 4

法二:
1

a
+

4

b
=

1

2

(
1

a
+

4

b

)
(a+ b) =

1

2

(
1 + 1 +

a

b
+

4b

a

)
≥ 9

2

♥

按道理来讲最小值应该只有一个. 但是这里我们算出了两个不同的值. 回想不等式的解题步骤

就发现我们漏掉了最重要的一环: 取等条件. 实际上:

法一取等: a = 1, b = 2. 是错误的.

法二取等: a =
2

3
, 4
3
. 是正确的.
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实际上, 第一问中法一的成功属于 “侥幸”. 取等条件恰好满足题目条件. 但在如例二中的题目里

法一便很难成功. 用基本不等式做题的一个比较重要的原则就是尽量使用少步数的均值. 使用均值

的次数越多, 对取等条件的限制就越多, 条件与条件兄弟阋墙而难以成立. 方法二只用一次均值所以

成立. 为了避免取等条件不对的情况, 检查取等条件是必须的.

例 6.9. a+ b+ c = 1, 求 1

a
+

4

b
+

9

c
的最小值.

解. 沿用上题思路:

1

a
+

4

b
+

9

c
=

(
1

a
+

4

b
+

9

c

)
(a+ b+ c) ≥ 1 + 4 + 9 + 4 + 6 + 12 = 36

取等条件为 a =
1

6
, b = 1

3
, c = 1

2
. ♥

基本不等式另一个常用场景是隐含条件下最值的计算.

例 6.10. 求 a2 + 1

a
的最小值.

解.
a2 + 1

a
= a+

1

a
≥ 2

取等条件为 a = 1. ♥

这是最简单的求最值问题. 这里我们注意到了隐含的条件, 然后一步均值得出结果.

我们在求解解析几何中的最值问题时，常常需要对付这种结构, 如:

例 6.11. 求 k2 + 1

k4 + 4k2 + 1
的最大值. (k ∈ R)

解.
k2 + 1

k4 + 4k2 + 1
=

1
k4+4k2+1

k2+1

=
1

(k2 + 1) + 1
k2+1

+ 2
≥ 4

在 k2 + 1 = 1 即 k = 0 时取到. ♥

评注 6.11.1. 实际上本题与上一题并无区别. 做换元则会清晰很多: 我们把 k2 + 1 当做主元求出原

式最大值.

例 6.12. 求
√
1 + 4m2

9 + 4m2
的最大值.

例 6.13. 求 (1 + 4m2)(4 +m2)

1 +m2
的最小值.

解. 读者自求不难. ♥

基本不等式揭示了两数和与两数积的关系: 和定积最大, 积定和最小. 在 a + b 固定的时候, ab

有最大值, 且 a 和 b 越接近, ab 越大; 反之在 ab 固定的时候, a + b 有最小值, a 和 b 越接近, a + b

越小. 因此基本不等式不但揭示了最值的取到一面, 还揭示了最值的逼近一面. 在和与积之间建立起

桥梁.
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6.3
柯西不等式

设向量 −→x = (a, b), −→y = (c, d). 则

−|−→x ||−→y | ≤ −→x · −→y = |−→x ||−→y | cos θ ≤ |−→x ||−→y |

即

−
√
a2 + b2

√
c2 + d2 ≤ ac+ bd ≤

√
a2 + b2

√
c2 + d2

只取正数部分, 我们平方处理, 得到

(ac+ bd)2 ≤ (a2 + b2)(c2 + d2)

这个不等式就是柯西不等式. 取等条件是 −→x 和 −→y 平行. 如果抛开向量, 只看代数部分是 ad =

bc. 如果不考虑 0 的话还可以写成分式: a

c
=

b

d
.

它也可以用均值不等式进行证明.

(a2 + b2)(c2 + d2) = a2c2 + b2d2 + a2d2 + b2c2 ≥ a2c2 + b2d2 + 2adbc = (ac+ bd)2

柯西不等式和均值不等式的本质是相同的, 但是形式上不完全相同. 也可以用来处理上一节的

一些问题.

例 6.14. a+ b = 2, 求 1

a
+

1

b
的最小值.

解. 由柯西不等式
1

a
+

1

b
=

1

2

(
1

a
+

1

b

)
(a+ b) ≥ 2

在 a2 = b2 时取等. 即 a = b = 1. ♥

例 6.15. a+ b = 2, 求 1

a
+

4

b
的最小值.

解. 由柯西不等式
1

a
+

4

b
=

1

2

(
1

a
+

4

b

)
(a+ b) ≥ 32

2
=

9

2

在 a =
2

3
, b = 4

3
时取等. ♥

可以看到在处理这种问题的时候柯西不等式更具有优越性, 比起基本不等式需要打开括号进行

化简来说更简便.

柯西不等式的另一个作用是改变不等式的次数. 比如下面的例子.

例 6.16. a+ b = 2. 求 a2 + b2 的最小值.

解. 由柯西不等式:

a2 + b2 =
1

2
(a2 + b2)(1 + 1) ≥ 1

2
(a+ b)2

在 a = b = 1 时取等. ♥
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例 6.17. x2 + y2 + z2 = 5. 求 x+ 2y + 3z 的最大值.

解. 这里要求的式子和已知式不齐次, 所以我们可以使用三元柯西不等式将其处理至齐次的情况.

令向量 −→a = (x, y, z), −→b = (1, 2, 3), 则

x+ 2y + 3z ≤
√
x2 + y2 + z2

√
1 + 4 + 9 =

√
70

取等条件是
x

1
=

y

2
=

z

3
, 即 x =

√
70

14
,y =

√
70

7
,z =

3
√
70

14
. ♥

在这里我们将二次的条件和一次的结论进行匹配, 用柯西不等式求出了最大值. 反过来用一次

的条件也可以求二次的最小值.

例 6.18. x+ 2y + 3z =
√
70. 求 x2 + y2 + z2 的最小值.

解. 和上题类似, 读者可以自己尝试. ♥

6.4
不等式的证明及多元不等式

不等式问题主要有两类: 求最值以及证明新的不等式. 本节我们将用已有不等式证明新的不等

式, 并简要介绍一些多元不等式.

先回顾一下基本不等式和柯西不等式的证明方法:

基本不等式:

a+ b ≥ 2
√
ab ⇔ (

√
a−

√
b)2 ≥ 0

柯西不等式:

(ac+ bd)2 ≥ (a2 + b2)(c2 + d2) ⇔ (ad− bc)2 ≥ 0

可以看到, 基本不等式和柯西不等式都指向了一个重要的简单不等式: x2 ≤ 0. 高中阶段几乎一切的

不等式都可以用这个方法证明, 比如:

例 6.19. 求证:
√

a2 + b2

2
≥ a+ b

2
≥

√
ab ≥ 2ab

a+ b

证明. 第一个不等号:

⇔ 2a2 + 2b2 ≥ (a+ b)2 ⇔ (a− b)2 ≥ 0

第三个不等号: (
1√
a
− 1√

b

)2

≥ 0

两个不等式都在 a = b 时取到等号.

有一点需要注意: 虽然不等号成立与否与是否能取到等号没有关系, 如 1 ≤ 2, 但是还是应该在

所有能取到等号的不等式中都写出取等条件————不管它多显然.

例 6.20. 求证: a2 + b2 + c2 ≥ ab+ bc+ ca.
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证明. 虽然是三元不等式, 但是可以用二元的方法进行证明.

2a2 + 2b2 + 2c2 = a2 + b2 + b2 + c2 + c2 + a2 ≥ 2ab+ 2bc+ 2ca

取等条件是 a = b = c.

既然可以用均值不等式做, 那自然也可以写出配方法的过程.

证明. 因

(a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2 ≥ 0

故得证. 取等条件是 a = b = c.

例 6.21. 求证:

a+ b+ c ≥ 3
3
√
abc

证明. 这就是所谓的三元均值不等式, 揭示了三元情况下几何平均和算数平均的大小关系.

a+ b+ c+
3
√
abc ≥ 2

√
ab+ 2

√
c

3
√
abc ≥ 4

6
√
a2b2c2 = 4

3
√
abc.

故

a+ b+ c ≥ 3
3
√
abc

取等条件为 a = b = c.

看一个二元三元均值不等式的嵌套使用.

例 6.22. abc ≥ 1. 求证:

(a+ b)3 + (b+ c)3 + (c+ a)3 ≥ 24

证明.

(a+ b)3 + (b+ c)3 + (c+ a)3 ≥ 8(
√
ab

3
+
√
bc

3
+
√
ca

3
) ≥ 8× 3 = 24

取等条件为 a = b = c.

多元的均值不等式也是成立的. 我们有 n 元的通式:

x1 + x2 + · · ·+ xn

n
≥ n

√
x1x2 · · · · · xn

证明是通过归纳法进行的. 先对 2k 元的情况进行证明, 再用类似于三元不等式的证明的方法配凑几

个几何均值得到证明.

柯西不等式也有 n 元形式. 设向量 −→x = (x1, x2, · · · , xn), 向量 −→y = (y1, y2, · · · , yn), 则

−→x · −→y ≤ |−→x ||−→y |

即

x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn ≥
√
x1 + x2 + · · ·+ xn

√
y1 + y2 + · · ·+ yn

取等条件是向量 −→x 和 −→y 同向.
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6.5
绝对值不等式与含绝对值的函数

前述基本不等式与柯西不等式都属于一般意义上的代数不等式, 只涉及到代数运算. 本节我们

讨论引入绝对值记号的函数的性质以及与之相关的不等式.

绝对值函数: |x| =


x, x > 0

0, x = 0

−x, x < 0

. 易知不等式 |x| ≥ 0.

我们有最基本的绝对值不等式: ||x| − |y|| ≤ |x± y| ≤ |x|+ |y|, 其中 x, y ∈ R. 这个不等式的意

义是十分明显的. 它同样有多元形式:

|x1 ± · · · ± xn| ≤ |x1|+ · · ·+ |xn|

可以看出, 这个不等式有一个很重要的性质: 二元情况下两边的不等号至少有一个取到等于号.

即: |x± y| ∈ {||x| − |y||, |x|+ |y|}. 二者必居其一.

这是绝对值不等式最特殊的地方. 它常被用来处理绝对值之和的问题.

例 6.23. f(x) = |x+ 1|+ |x+ 2|. 求最小值.

解.

f(x) =


−2x− 3, x ≤ −2

1,−2 < x < −1

2x+ 3, x ≥ −1

所以 f(x) 的最小值是 1. ♥

这是最为常规的分类讨论的做法: 将 f(x) 分段, 然后直接通过增减性判定函数最值. 下面利用

绝对值不等式再给出一个解答. 先看过程:

解.

f(x) = |x+ 1|+ |x+ 2| = | − x− 1|+ |x+ 2| ≥ | − x− 1 + x+ 2| = 1

x = −1 时可以取到. ♥

在这里我们只需要点出一个可行的取等条件即可, 无需面面俱到.

例 6.24. f(x) = |x+ 1|+ |2x+ 3|. 求最小值.

解. 在这里我们无法直接应用绝对值不等式, 因为无论如何配凑都不可能直接把 x消掉. 所以我们可

以将 |2x+ 3| 拆成 |x+
3

2
|+ |x+

3

2
| 处理.

f(x) = |x+ 1|+ |x+
3

2
|+ |x+

3

2
| = | − x− 1|+ |x+

3

2
|+ |x+

3

2
| ≥ | − x− 1 + x+

3

2
|+ 0 =

1

2

这里我们实际上用了两个不等式: 绝对值恒正和绝对值不等式. 相应的取等条件也有两条. 可取后者

的取等条件为 x = −3

2
, 这样二者的取等条件就相符合了. ♥

我们发现, 可以通过绝对值恒正的条件放缩来处理掉多余的项. 我们将其表达成如下的方法. 设

已知 f(x) = |n1x+ a1|+ |n2x+ a2|+ · · · |nkx+ ak|, 其中. .
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(1) 先将 |nix+ ai| 拆成 ni 个 |x+
ai
ni

|. 并按大小 ni 个
ai
ni

将从小到大排序.

(2) 找到上面序列的中位数, 对中位数以左的绝对值从 |x+
ai
ni

| 调整成 | − x− ai
ni

|. 这是为了便于使

用不等式的时候消去所有的自变量 x.

(3) 若一共偶数项, 直接套用不等式消去所有的 x.

(4) 若一共奇数项, 对中位数所在那一项放缩为 0, 其余项套用不等式 x.

这么描述过于抽象, 我们用具体的实例进行解释.

例 6.25. f(x) = |3x+ 3|+ |x+ a|. 求最小值.

解. f(x) = |x+ 1|+ |x+ 1|+ | − x− 1|+ | − x− a| ≥ |1 + 1− 1− a| = |4− 2a|. ♥

可以看到该方法求最小值是很简便的, 尤其是当函数中含有参数的时候, 免去了对参数大小进行

讨论的繁琐过程, 直接得到结果.

最后我们通过这类函数的图像的角度解释这种方法的合理性. 我们知道这种函数都可以写成分

段函数的形式. 在 x 从 −∞ 走向 ∞ 的时候, 这类函数必定会呈现先减小在增加的趋势. 在每一个分

段区间上函数都是一次函数 (或者是常函数). 一次项系数会从负数单调变化为正数. 因此如果我们

把 f(x) 看成若干个绝对值号相加的话, 最小值点将出现在函数的最低点 (有奇数个绝对值号) 或者

是最低段 (偶数个绝对值号) 处. 此时前一半绝对值号会提供一些 −x, 和后一半绝对值号的 +x 正

好相抵. 这要求自变量 x 的值处于中位数.

x

y

O

图 6.6: 共偶数个绝对值的情况

x

y

O

图 6.7: 共奇数个绝对值的情况

考试中这种函数会有两个考点: 画图及求最值. 如果是画出图像的话需分类讨论并且逐段求出

函数解析式并作图. 如果仅仅要求出最值可以直接使用不等式方法放缩得到结果.

6.6
第 6 章综合习题

第一部分. 一元二次不等式

1. 设 a ∈ R. 若 x > 0 时均有 (x2 + ax− 5)(ax− 1) ≥ 0 成立，则 a= .

2. 不等式 |x|3 − 2x2 − 4|x|+ 3 < 0 的解集是 .

3. 不等式
4x2

(1−
√
1 + 2x)2

< 2x+ 9 的解集为 .
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4. 已知正实数 x、y 满足 (2x+
√
4x2 + 1)(

√
y2 + 4− 2) ≥ y，则 x+ y 的最小值是 .

5. 若不等式
√
x > ax+

3

2
的解集是 (4, b)，则实数 a = ,b = .

6. 不等式 (x− 2)
√
x2 − 2x− 3 ≥ 0 的解集是 .

第二部分. 基本不等式

1. 已知 a、b 为正实数，记 P =

√
a2 + b2

2
− a+ b

2
，Q =

a+ b

2
−

√
ab，R =

√
ab − 2ab

a+ b
，则 P、

Q、R 的大小关系是 .

2. 设 a > 0，b > 0 则下面不等式中不恒成立的是 .

A.
2

1
a
+ 1

b

≥
√
ab，B.

1

a
+

1

b
≥ 4

a+ b
，C.

√
|a− b| ≥

√
a−

√
b，D.a2 + b2 + 1 > a+ b

3. (1) 证明对于任意的正实数 a, b 都有 a+ b ≥ 2
√
ab;

(2) 已知正数 x, y 满足 x+ y = 1，求
1

x
+

4

y
的最小值.

4. 如果不等式 x3 − ax+ 1 ≥ 0 对一切 x ∈ [−1, 1] 成立, 则实数 a 的取值范围是 .

5. 已知正数 a, b, c, d 满足 a+ 2b = 1, c+ 2d = 1. 则
1

a
+

1

bcd
的最小值为 .

6. 设 x, y 是实数，则
2x+

√
2y

2x4 + 4y4 + 9
的最大值是 .

7. 当 x, y, z 为正数时，
4xz + yz

x2 + y2 + z2
的最大值为 .

8. 设正数 x, y 满足 x3 + y3 = x− y，求使 x2 + λy2 ≤ 1 恒成立的实数 λ 的最大值.

9. 已知 x, y ∈ [0,+∞) 且满足 x3 + y3 + 3xy = 1，则 x2y 的最大值为 .

10. 已知 a1，a2，· · ·，a9 为 1, 2, · · · , 9的任意一个排列.则 a1a2a3+a4a5a6+a7a8a9 的最小值为 .

11. 设正实数 x, y 满足 x2 + y2 +
1

x
+

1

y
=

27

4
, 则 P =

15

x
− 3

4y
的最小值为 .

12. 已知正数 a, b 满足 2a+ b = 1，则 4a2 + b2 + 4
√
ab 的最大值为 .

13. 已知正实数 a, b 满足 ab(a+ b) = 4，则 2a+ b 的最小值为 .

14. 若正实数 x, y 满足 x3 + y3 = (4x− 5y)y，则 y 的最大值为 .

15. 已知 x+ y = 1，问: 当实数 x, y 为何值时，(x3 + 1)(y3 + 1) 取得最大值？

16. 已知 x, y ∈ [0,+∞)，则 x3 + y3 − 5xy 的最小值为 .

第三部分. 柯西不等式

1. 函数 y =
√
7− x+

√
9 + x 的值域是 .

2. 函数 y =
√
3x+ 6 +

√
8− x 的值域为 .

3. 函数 f(x) = 2
√
x− 1 +

√
6− 2x 取得最大值时 x = .
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4. 若对于所有的正数 x, y，均有
√
x+

√
y ≤ a

√
x+ y，则实数 a 的最小值是 .

5. 已知正实数 a, b 满足 9a+ b = 36, 则 1

a
+

1

b
取最小值时，ab = .

6. 若正数 x, y 满足 x+ 3y = 5xy，则 3x+ 4y 的最小值是 .

7. 设 a, b 都为大于零的常数，0 < 1 < x, 则 a2

x
+

b2

1− x
的最小值为 .

8. 已知正实数 x, y 满足
(x+ 2)2

y
+

(y + 2)2

x
= 16，则 x+ y = .

9. 已知 x, y > 0，且 x+ 2y = 2．则
x2

2y
+

4y2

x
的最小值为 .

10. 已知 x > 0，y > 0，且
1

2x+ y
+

1

y + 1
= 1，则 x+ 2y 的最小值为 .

11. 给定正实数 0 < a < b，设 x1, x2, x3, x4 ∈ [a, b]. 试求
x2
1

x2
+ x2

2

x3
+ x2

3

x4
+ x2

4

x1

x1 + x2 + x3 + x4

的最小值.

12. 若直线 ax − by + 2 = 0(a > 0, b > 0) 和函数 y = cx+2 + 2(c > 0, c 6= 1) 的图像均恒过同一个定

点，则
1

a
+

1

b
的最小值为 .

13. 已知正数 a、b 满足 a+ 3b = 7，则
1

1 + a
+

4

2 + b
的最小值为 .

14. 设 x、y 是正实数，且 x+ y = 1，则
x2

x+ 2
+

y2

y + 1
的最小值是 .

15. 设 a, b ∈ {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} ，则 a

10b+ a
+

b

10a+ b
的最大值为 .

16. 实数 x, y 满足 x2 + y2 = 20, 则 xy + 8x+ y 的最大值是 .

17. 设 a、b、c、d 均为实数，满足 a+2b+3c+4d =
√
10．则 a2 + b2 + c2 + d2 + (a+ b+ c+ d)2 的

最小值为 .

18. 设 a =
√
3x+ 1 +

√
3y + 1 +

√
3z + 1，其中 x+ y + z = 1，x, y, z ≥ 0，则 [a] = .

19. 已知实数 x，y，z 满足 x2 + 2y2 + 3z2 = 24，则 x+ 2y + 3z 的最小值为 .

20. 若 x1 > x2 > x3 > x4 > 0，且不等式 log x1
x2

2014 + log x2
x3

2014 + log x3
x4

2014 ≥ k log x1
x4

2014 恒成

立，则实数 k 的最大值为 .

21. 若实数 a、b、c 满足 a+ 2b+ 3c = 6，a2 + 4b2 + 9c2 = 12，则 abc= .

22. 设 x, y ∈ R 满足 x− 6
√
y − 4

√
x− y + 12 = 0，则 x 的取值范围为 .

23. 已知正数 a, b 满足 a+ b = 1 求

M =
√
1 + 2a2 + 2

√
(
5

12
)2 + b2

的最小值.

第四部分. 简单二元线性规划问题
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1. 若不等式
√
x > ax+

3

2
的解集是 (4, b)，则实数 a = ,b = .

2. 不等式 (x− 2)
√
x2 − 2x− 3 ≥ 0 的解集是 .

3. 已知 a,b ∈ R，函数 f(x) = ax− b. 若对任意 x ∈ [−1, 1] ，有 0 ≤ f(x) ≤ 1 ，则
3a+ b+ 1

a+ 2b− 2
的取

值范围为 .

4. 已知 a、b为实数，对任何满足 0 ≤ x ≤ 1的实数 x，都有 |ax+b| ≤ 1成立，则 |20a+14b|+|20a−14b|

的最大值是 .

5. 已知函数 f(x) =是 R上的减函数，且是奇函数，若m,n满足不等式组

f(m) + f(n− 2) ≤ 0,

f(m− n− 1) ≤ 0,

，

则 5m− n 的取值范围是 .

6. 设 x, y ∈ R，且 log4(x+ 2y) + log4(x− 2y) = 1 ，则 x− |y| 的最小值为 .

7. 若关于 x 的方程 x2 + ax+ b− 3 = 0（a, b ∈ R）在区间 [1, 2] 上有实根，则 a2 + (b− 4)2 的最小

值为 .

8. 已知实数 x, y 满足 1 + cos2(x+ y − 1) =
x2 + y2 + 2(x+ 1)(1− y)

x− y + 1
，求 xy 的最小值.

9. 设 a, b 是实数，并且对任意的 x ∈ [0, 1]，恒有 |ax+ b−
√
1− x2| ≤

√
2− 1

2
，求 a, b 的值.

10. 已知圆 x2+y2 = 8围成的封闭区域上（含边界)的整点 (坐标均为整数的点)数是椭圆 x2

a2
+
y2

4
= 1

围成的封闭区域上（含边界) 整点数的 1

5
，则正实数 a 的取值范围是 .

11. 在平面直角坐标系 xOy 中，设 D 是满足 x ≥ 0，y ≥ 0，x+ y + [x] + [y] ≤ 19 的点 (x, y) 形成

的区域（其中 [x] 是不超过 x 的最大整数）．则区域 D 中整点的个数为 .

12. 设条件 p：实数 m、n 满足

2 < m+ n < 4,

0 < mn < 3,

条件 q：实数 m、n 满足

0 < m < 1,

2 < n < 3,

，则 p

是 q 的 条件.

13. 在平面直角坐标系中，不等式组



√
3x− y ≤ 0,

x−
√
3y + 2 ≥ 0,

y ≥ 0,

表示的平面区域的面积是 .

14. 设平面点集 A = {(x, y)|(y − x)(y − 1

x
) ≥ 0},B = {(x, y)|(x− 1)2 + (y − 1)2 ≤ 1}．则 A ∩ B 所

表示的平面图形的面积为 .

15. 已知集合 S1 = {(x, y)| log2(1+x2+y2) ≤ 1+log2(x+y)}，并且集合 S2 = {(x, y)| log 1
2
(2+x2+y2) ≥

−2 + log 1
2
(x+ y)} ，则 S2 与 S1 的面积比为 .

16. 在平面直角坐标系 xOy 中，点集 S = {(x, y)|(|x|+ |y| − 1)(x2 + y2 − 1) ≤ 0} 所对应的平面区域

的面积为 .
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17. 在直角坐标平面内，曲线 |x− 1|+ |x+ 1|+ |y| = 3 围成的图形的面积是 .

18. 在平面直角坐标系中，由 |x|+ |y|+ |x+ y| ≤ 2 确定的图形的面积为 .

19. 设动点 P (t, 0)、Q(1, t)，其中参数 t ∈ [0, 1]，则线段 PQ 扫过的平面区域的面积是 .

20. 已知实数 x, y 满足约束条件


x+ 2y ≥ 2

2x+ y ≤ 4

4x− y ≥ −1

，则目标函数 z = 3x+ y 的取值范围为 .

21. 设 x, y 满足


2x+ y ≥ 4

x− y ≥ 1

x− 2y ≤ 2

，若 z = ax+ y 只在点 A(2, 0) 处取得最小值，则实数 a 的取值范围

是 .

22. 已知 a > 0，x, y 满足约束条件


x ≥ 1,

x+ y ≤ 3,

y ≥ a(x− 3),

，若 z = 2x+ y 的最小值为 1，则 a = .

23. 如果实数满足


x− 4y + 3 ≤ 0

3x+ 5y − 25 ≤ 0

x ≥ 1

，目标函数 z = kx+ y 的最大值为 12，最小值为 3，那么实

数 k 的值为 .

24. 设 m > 1，在约束条件


y ≥ x,

y ≤ mx,

x+ y ≤ 1,

下，目标函数 z = x+my 的最大值小于 2．则实数 m 的

取值范围是 .

25. 设实数 x, y 满足


x ≤ y,

y ≤ 6− 2x,

x ≥ 1,

向量 −→a = (2x− y,m),
−→
b = (−1, 1)，若 −→a //

−→
b，则实数 m 的

最小值为 .

26. 非空集合 A = {(x, y)|


ax− 2y + 8 ≥ 0

x− y − 1 ≤ 0

2x+ ay − 2 ≤ 0

}，当 (x, y) ∈ A 时，目标函数 z = y − x 既存在最大

值，又存在最小值，则实数 a 的取值范围是 .



6.6 第 6 章综合习题 185

27. 设变量 x、y 满足约束条件


2x− y + 2 ≥ 0,

8x− y − 4 ≤ 0,

x ≥ 0, y ≥ 0,

目标函数 z = abx+ y(a、b 均大于 0) 的最大值

为 8，则 a+ b 的最小值为 .

28. 若实数 x, y, z ≥ 0，且 x+ y+ z = 30，3x+ y− z = 50，则 T = 5x+4y+2z 的取值范围是 .

29. 设平面点集 A = {(x, y)|(y − x) · (y − 18

25x
) ≥ 0}，B = {(x, y)|(x − 1)2 + (y − 1)2 ≤ 1}．若

(x, y) ∈ A ∩B，求 2x− y 的最小值．

30. 若 x、y 满足 |y| ≤ 2− x，且 x ≥ −1，则 2x+ y 的最小值为 .

31. 已知 a, b 为正实数，且 2a+ b ≤ 15, 4
a
+

3

b
≤ 2 ，则 3a+ 4b 的取值范围是 .

32. 已知 x, y ∈ R, 2x2 + 3y2 ≤ 12，则 |x+ 2y| 的最大值为 .

33. 设实数 x、y 满足方程 (x+ 2)2 + y2 = 1，则
y

x
的最大值为 .

34. 若正实数 x, y 满足 y > 2x，则
y2 − 2xy + x2

xy − 2x2
的最小值是 .

35. 若实数 a, b 满足条件


a+ b− 2 ≥ 0

b− a− 1 ≤ 0

a ≤ 1

，
a+ 2b

2a+ b
则的最大值为 .

36. 已知实数 x、y 满足


x− y ≤ 0,

x+ y − 5 ≥ 0,

y − 3 ≤ 0,

若不等式 a(x2 + y2) ≤ (x+ y)2 恒成立，则实数 a 的最

大值是 .

37. 实数 x, y 满足 4x2 − 5xy + 3y2 = 5，则
1

x2 + y2
的最大值和最小值的和为 .

38. 设 x ≥ y > 0，若存在实数 a, b 满足 0 ≤ a ≤ x, 0 ≤ b ≤ y，且

(x− a)2 + (y − b)2 = x2 + b2 = y2 + a2�

则
x

y
的最大值为 .
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第七章 数列

一尺之棰，日取其半，万世不竭.

——《庄子·杂篇·天下》

我们将按照一定次序排列的一列数叫做数列. 人们在生活、生产中有时需要用一列数来表达一

类事物，或者记录一个过程，如果用正整数来表示这些数的先后顺序 (即序号)，并将这些正整数看

作是自变量的取值，将对应的数值看成是函数值，那么数列就是定义在正整数集或是正整数集的有

限子集上的离散函数. 除了实际应用以外，数列也是数学中的一个重要的研究对象.

7.1
数列的概念及表示法

我们用 {an} 表示一个数列，它表示的是依次排列起来的一串数：

a1, a2, . . . , an, . . . ,

其中数列中的每一个数叫做数列的项，例如 a1 是数列的第一项，a4 是数列的第四项，等等，其中

第一项 a1 也叫做首项. 数列的项数可以是有限的数，也可以是无限的. 我们将项数有限的数列称为

有穷数列，将项数无限的数列称为无穷数列.

设有一个确定的数列 {an}，对于任意一个正整数 n，我们都有一个唯一确定的数 an 与之对应，

在这种看法下，数列是一个从正整数集 N∗ (或正整数集的有限子集 {1, 2, . . . , n}) 到实数集 R 的离

散函数 n 7→ an = f(n)，其自变量为 n，对应地函数值是数列的第 n 项 an.

与其他函数一样，数列也可以用图像来表示.与我们之前学过的函数不同，数列的定义域是离散

的，所以它们的图像是分布在 y 轴右侧的散点图.

与函数类似，我们也可以定义出数列的等式性质和不等式性质. 定义数列的单调性如下：从第 2

项起，每一项都大于前一项的数列称为递增数列，即：数列 {an}递增等价于对 ∀n ∈ N∗(对于有穷数列，这里n的取值范围相应地变成正整数集的有限子集，下同)，

an+1 − an > 0；从第 2 项起，每一项都小于前一项的数列称为递减数列，即数列 {an} 递减等价于

对 ∀n ∈ N∗，an+1 − an < 0.

数列也可以具有对称性和周期性.

例 7.1. (1) 已知数列 {an} 中，a1 = 1，an+1 = − 1

an + 1
，则 a2022 =( ).

187
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(A) 1 (B) −1 (C) −1

2
(D) −2

(2) 设数列 {an} 满足：a1 = 1,4an+1 − an+1an + 4an = 9, 则 a2018= .

解. (1) 由题意可知 a2 = − 1

a1 + 1
= −1

2
，a3 = − 1

− 1
2
+ 1

= −2，a4 = − −1

−2 + 1
= 1，由此可见

{an} 是一个周期数列，其周期为 3. 因为 2022 = 3× 674，所以 a2022 = a3 = −2，故选 D.

事实上，函数 f(x) = − 1

x+ 1
的 3 次迭代等于作用对象本身，因此满足 f(x+ 1) = − 1

f(x) + 1
的函数也是一个以 3 为周期的周期函数.

(2)因为 4an+1−an+1an+4an = 9，所以 (4−an)(4−an+1) = 7，设 bn = 4−an，则有 bnbn+1 = 7，

容易验证这是一个以 2 为周期的周期数列，b2018 = b2 =
7

b1
=

7

3
，所以 a2018 = 4− b2018 =

5

3
. ♥

如果数列 {an} 的第 n 项 an 与它的序号 n 的对应关系可以用一个式子 an = f(n) 来表示，则

称这个式子为数列 {an} 的通项公式，公式中的 an 称为数列的通项. 例如数列 −1, 1,−1, 1,−1, 1, . . .

的通项公式是 an = (−1)n，显然数列的通项公式就是数列的函数解析式，利用通项公式，可以计算

出数列的每一项.

例 7.2. 设 f(x) = x +
a

x
(a > 0)，数列 {an} 满足 an = f(n), n ∈ N∗，若 {an} 是递增数列，求 a

的范围.

解. {an} 递增，等价于对于 ∀n ∈ N∗，an+1 − an > 0 都成立，即 n + 1 +
a

n+ 1
− (n +

a

n
) =

1− a

n(n+ 1)
> 0 恒成立，进一步等价于 a < min

n∈N∗
{n(n+ 1)} = 2，所以 a 的范围为 (0, 2). ♥

评注 7.2.1. 从这个例题中可以看出，如果数列 {an} 是增数列且 an = f(n), n ∈ N∗，那么 f(x)

在 [1,+∞) 不一定是增函数；但是反过来，如果 f(x) 在 [1,+∞) 是增函数，那么数列 {an}, an =

f(n), n ∈ N∗ 一定是递增数列.

数列 {an} 单调的充要条件是 an+1 − an 的符号确定，这也是判定数列 {an} 单调性的方法.

例 7.3. (1) 已知数列 {an} 的通项公式为 an =
1

2n − 15
，求数列 {an} 的最大项和最小项.

(2) 已知数列 {an} 满足 an = n · pn（n ∈ N∗，0 < p < 1），下面说法正确的是 .

1 当 p =
1

2
时，数列 {an} 为递减数列；

2 当
1

2
< p < 1 时，数列 {an} 不－定有最大项；

3 当 0 < p <
1

2
时，数列 {an} 为递减数列；

4 当
p

1− p
为正整数时, 数列 {an} 必有两项相等的最大项．

� (3) 已知 an =
n−

√
2022

n−
√
2021

(n ∈ N∗)，那么在数列 {an} 的前 100 项中最小项和最大项分别

为 .

解. (1) 考虑研究 {an} 的单调性，an+1 − an =
1

2n+1 − 15
− 1

2n − 15
=

2n

(15− 2n)(2n+1 − 15)
，当

n = 1, 2 时 (15 − 2n)(2n+1 − 15) < 0，当 n = 3 时 (15 − 2n)(2n+1 − 15) > 0，当 n ≥ 4 时

(15− 2n)(2n+1 − 15) < 0，所以 a1 > a2 > a3 < a4 > a5 > · · ·，又因为当 1 ≤ n ≤ 3 时 an < 0，当

n > 3 时 an > 0，所以 anmax = a4 = 1，anmin = a3 = −1

7
.



7.1 数列的概念及表示法 189

(2) 因为 0 < p < 1，为了简洁，不妨设 q =
1

p
，则 q > 1. 此时 an =

n

qn
，an+1 − an =

n+ 1

qn+1
− n

qn
=

1− (q − 1)n

qn+1
.

当 q = 2 时，an+1 − an =
1− n

2n+1
，当 n = 1 时 an+1 − an = 0，即 an+1 < an 不恒成立，所以

{an} 不是递减数列. 1 错误.

当 1 < q < 2 时，0 < q − 1 < 1，所以当 n ≤ [
1

q − 1
] 时，an+1 − an =

1− (q − 1)n

qn+1
≥ 0，而当

n > [
1

q − 1
]时，an+1−an < 0，所以 {an}必有最大项， 2 错误.特别地，如果 1

q − 1
是正整数，那么

此时 [
1

q − 1
] =

1

q − 1
，当 n <

1

q − 1
时 an+1−an =

1− (q − 1)n

qn+1
> 0，当 n =

1

q − 1
时 an+1−an = 0，

当 n >
1

q − 1
时 an+1 − an < 0，所以 a1 < a2 < · · · < a 1

q−1
= a 1

q−1+1 > a 1
q−1+2 > · · · > an > · · ·，

即 {an} 有两个相等的最大项， 4 正确.

当 q > 2 时，因为 n ∈ N∗，所以 1 − (q − 1)n ≤ 2 − q < 0，即 an+1 − an < 0 恒成立，所以

{an} 一定是递减数列， 3 正确.

因此正确的结论是 3 4 .

(3) 分离常数：an =
n−

√
2022

n−
√
2021

= 1 +

√
2021−

√
2022

n−
√
2021

，

an+1 − an = (
√
2021−

√
2022)(

1

n+ 1−
√
2021

− 1

n−
√
2021

) =

√
2022−

√
2021

(n+ 1−
√
2021)(n−

√
2021)

，

所以当 n ≤ 44 时 an+1 − an > 0，数列 {an} 递增，且 an > 1；当 n ≥ 45 时，数列 {an} 递减，且

an < 1，所以前 100 项中最小项是 a45，最大项是 a44. ♥

评注 7.3.1. 研究数列单调性的一个重要应用就是数列的最大项、最小项问题.

此外我们要注意，在高中阶段所说的数列单调性指的是严格单调，即必须是 an+1 − an > 0 或

an+1 − an < 0，绝不能是 an+1 − an ≥ 0 或 an+1 − an ≤ 0.

例 7.4. an = logn+1(n+ 2)（n ∈ N∗），讨论数列 {an} 的单调性.

解. 由对数换底公式，an =
ln(n+ 2)

ln(n+ 1)
，显然该数列是正项数列，作商得

an+1

an
=

ln(n+ 3)

ln(n+ 2)
· ln(n+ 1)

ln(n+ 2)
< (

ln(n+ 1) + ln(n+ 3)

2
)2 · 1

ln2(n+ 2)
=

ln(n+ 3)(n+ 1)

ln(n+ 2)
2 .

因为 (n+3)(n+1) = n2+4n+3 < (n+2)2，所以 ln(n+ 3)(n+1) < ln(n+ 2)
2，所以

an+1

an
< 1，

所以 an+1 < an，数列递减. ♥

求数列的某些项的和是研究数列的重要话题. 我们将数列 {an} 从第 1 项起到第 n 项止的各项

之和称为数列 {an} 的前 n 项和，记作 Sn，即

Sn =
n∑

k=1

ak.

Sn 也可以看成是一个新的数列，Sn 的通项公式称为原数列 {an} 的前 n 项和公式.

根据 Sn 的定义立刻得到 {Sn} 的项与 {an} 的项之间有如下关系：

a1 = S1, an = Sn − Sn−1(n ≥ 2).
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或

an =

S1, n = 1,

Sn − Sn−1, n ≥ 2.

这个结论在以后会经常用到. 例如如果已知 {Sn} 的通项公式，那么根据上式可求出 {an} 的通

项.

7.2
等差数列和等比数列

这一节中我们介绍两类最基本的数列：等差数列和等比数列，并以此为例向读者说明研究数列

的性质以及建立数列的通项公式和前 n 项和公式的方法.

7.2.1 等差数列

一般地，如果一个数列从第 2 项起，每一项与前一项之差都等于同一个常数，那么就称这个

数列为等差数列，这个常数叫做公差. 公差常用字母 d 表示，即 {an} 是等差数列等价于 ∀n ∈

N∗(或正整数集的有限子集), an+1 − an = d =常数 都成立.

可以认为最简单的等差数列是由三个数组成的数列 a,A, b，这时我们称 A 为 a 和 b 的等差中

项，由等差数列的定义可知，A 是 a 和 b 的等差中项，等价于 A =
a+ b

2
.

根据等差数列的定义可知 an+1 − an = d，像这样，如果 {an} 的某一项与它的前一项或者前几

项可以用一个公式来表示，那么这个公式称为数列的递推公式.an+1 = f(an) 是一个 2 项的递推公

式，an+2 = f(an+1, an) 是一个 3 项的递推公式. 运用一定的技巧，有时可以通过递推公式来研究数

列的性质或求出数列的通项公式. 下面我们将尝试由等差数列的递推公式 an+1 − an = d 求出等差数

列的通项.

由 an+1 − an = d 可得

a2 = a1 + d,

a3 = a2 + d = (a1 + d) + d = a1 + 2d,

a4 = a3 + d = (a1 + 2d) + d = a1 + 3d,

· · · · · ·

归纳可得当 n ≥ 2 时，

an = a1 + (n− 1)d.

下面考虑 n = 1 的情况，当 n = 1 时，上述公式变为 a1 = a1 + (1− 1)d = a1，即当 n = 1 时，

公式也成立.

由等差数列的通项公式可知，只要确定了一个等差数列的首项和公差，就能唯一地确定一个等

差数列. 我们将首项 a1 和公差 d 称为等差数列的基本量.

我们以等差数列的通项公式 an = a1 + (n− 1)d 为基础，来研究等差数列的一些重要性质.
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1◦ 单调性：若 d = an+1 − an > 0，则 {an} 是递增数列；若 d = an+1 − an < 0，则 {an} 是递减数

列；若 d = an+1 − an = 0，则 {an} 的各项都相同，{an} 是一个常数列.

2◦ 对称性：设 {an} 是等差数列，p, q,m, n ∈ N∗. 若 m+ n = p+ q，则 am + an = ap + aq. 用基本

量表示这这四项，可以立刻证明这个命题 (作为练习，过程留给读者)，在这里我们还打算对等差

数列的对称性做一个直观上的解释.

设有一次函数 f(x) = dx + a1 − d, x ∈ R，那么 {an}(d 6= 0) 的项 an 就是 f(x) 在 n 处的函数

值，即 an = f(n). 从图像上看，数列 {an} 表示的是一组在 f(x) = dx+ a1 − d 的 y 轴右侧部分

的图像上均匀离散分布的散点，如图7.1所示. 图7.2示出了等差数列对称性的一种特殊情况，根

f(x) = dx+ a1 − d

x

y

O 1 2 3 4 5 6

a1 − d

a1

a2

a3

a4

a5

a6

图 7.1: 等差数列与一次函数的关系

f(x) = dx+ a1 − d

x

y

O m p q n

am

ap

aq

an

图 7.2: 对称性的直观解释

据图7.2可以从直观上解释这条性质. 等差数列具有这样的对称性，本质是因为一次函数具有中心

对称性.

等差数列的对称性在解决一些问题时经常用到.

特别地，令 m = n = l 可得：若 l =
p+ q

2
，则 al =

ap + aq
2
，即若 l 为 p 和 q 的等差中项，那

么 al 也是 ap 和 aq 的等差中项.

3◦ 等差数列的子数列的性质：如果 {an} 是等差数列，且公差为 d，那么 {an} 的子数列

ak, ak+b, ak+2b, . . . , ak+(n−1)b(k, b ∈ N∗)

是一个以 bd 为公差的等差数列.

证明. 用基本量来表示子数列中的项得：ak+(n−1)b = a1+(k− 1)d+(n− 1)bd，ak+nb = a1+(k−

1)d+ nbd，因为 ak+nb − ak+(n−1)b = bd，所以该子数列是一个以 bd 为公差的等差数列.

4◦ 公差的计算公式：如果 {an} 是等差数列，m,n ∈ N∗，那么公差 d 可按下式计算：

d =
am − an
m− n
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例 7.5. (1) 设等差数列 {an} 满足：公差 d ∈ N∗，an ∈ N∗，且 {an} 中任意两项之和也是数列中的

一项，若 a1 = 9，求 d 的取值范围.

(2) 等差数列 {an} 中, 对任意正整数 n , 均有 an + 2an+1 + 3an+2 = 6n+ 22, 则 a2021 = .

(3) 已知数列 {an} 是等差数列，点 D 是 4ABC 的边 BC 上任意一点，且满足
−−→
AD = a1

−−→
AB +

a4034
−→
AC，那么 a2017a2018 的最大值为 .

(4)《九章算术》卷第六《均输》中，有问题 “今有竹九节，下三节容量四升，上四节容量三升. 问中

间两节欲均容，各多少？” 其中 “欲均容” 的意思是：使容量从下往上均匀变细. 在这个问题中，中

间两节的容量之和为 .

解. (1)设 ap 和 aq 是 {an}中的任意两项，根据题意有 ak = ap+aq，其中 ak 也是 {an}中的项，用

基本量表示得 a1+(k− 1)d = 2a1+(p+ q− 2)d，即 d =
a1

k + 1− p− q
=

9

k + 1− p− q
. 因为 k, p, q

均为正整数，公差 d ∈ N∗，所以 k + 1− p− q 的可能取值为 1, 3, 9，即 d 的取值集合为 {1, 3, 9}.

(2)用基本量来表示得，a1+(n−1)d+2a1+2nd+3a1+3(n+1)d = 6n+22，即 6dn+2d+6a1 =

6n+22对任意的 n均成立，所以

6d = 6,

2d+ 6a1 = 22,

解得


d = 1,

a1 =
20

3

，所以 a2021 = a1+2020d =

6070

3
.

(3) 根据三点共线定理可知 a1 + a4034 = 1，根据等差数列的对称性可知 a2017 + a2018 = a1 +

a4034 = 1，所以 a2017a2018 ≤
(a2017 + a2018)

2

4
=

1

4
，当且仅当 a2017 = a2018，即该等差数列为常数列

时取得最大值.

(4) 设从上到下第 i 节的容量为 ai,i = 1, 2, . . . , 9，由题意 {an} 是一个等差数列，且满足a1 + a2 + a3 + a4 = 3,

a7 + a8 + a9 = 4,

，用基本量表示得

4a1 + 6d = 3,

3a1 + 21d = 4,

解得


a1 =

13

22
,

d =
7

66
,

所以 a5 + a6 =

2a1 + 9d =
47

22
. ♥

评注 7.5.1. 从这组例题可以看出，解答等差数列有关问题时，经常需要用基本量来 “翻译” 题给条

件来得出基本量之间的关系，从而求出等差数列的基本量. 另外，灵活应用等差数列的对称性以及等

差数列与一次函数之间的联系等，有时能够使问题简化.

一般地，只要给出两个相互独立的条件，就可以唯一确定一个等差数列，即可以唯一确定等差

数列的基本量.

例 7.6. (1) 等差数列 {an} 满足 a21 + a210 ≤ 10．则 S = a10 + a11 + · · ·+ a19 的取值范围是 .

(2) 已知等差数列 {an} 满足 a25 + a29 ≤ 10，则 a1 + a2 + a3 + a4 + a5 的最大值为 ( ).

(A) 5
√
5 (B) 20 (C) 25 (D) 100
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解. (1) 用基本量法，因为 a21 + a210 ≤ 10，所以 a21 + (a1 + 9d)2 ≤ 0. 而

S = a10 + a11 + · · ·+ a19

= 10a10 + d+ 2d+ · · ·+ 9d

= 10a10 + 45d

= 10a1 + 135d,

所以 9d =
1

15
(S − 10a1)，代入得

250a21 + 10Sa1 + S2 − 2250 ≤ 0

这等价于关于 a1 的二次不等式 a21 +
1

25
Sa1 +

1

250
S2 − 9 ≤ 0 有解.

所以判别式

∆ = (
1

25
S)2 − 4(

1

250
S2 − 9) ≥ 0

解得 −50 ≤ S ≤ 50.

另解 1 S = 10a1 + 135d = 15(a1 + 9d)− 5a1，因为 (−a1)
2 + (a1 + 9d)2 ≤ 10，由柯西不等式可知，

S = 15(a1 + 9d) + 5(−a1) ≤
√
152 + 52 ·

√
(−a1)2 + (a1 + 9d)2 ≤ 5

√
10×

√
10 = 50

S = 15(a1 + 9d) + 5(−a1) ≥ −
√
152 + 52 ·

√
(−a1)2 + (a1 + 9d)2 ≥ −5

√
10×

√
10 = −50

当且仅当 (a1 + 9d,−a1) 和 (15, 5) 两个平面向量共线时，取得两个等号.

所以 −50 ≤ S ≤ 50.

另解 2 以 a1 和 a10 为变量考虑问题，那么 S =
10

2
(a10 + a19) = 5(3a10 − a1)(用到等差数列的对称

性).

不妨设 a21 + a210 = M2 ≤ 10，其中 0 ≤ M ≤
√
10，可设 a10 = M cos θ, a1 = M sin θ，其中

θ ∈ [0, 2π)，那么 S = 5(3a10 − a1) = 5M(3 cos θ − sin θ) = 5
√
10M cos(θ + φ)，其中 φ 是锐角，且

tanφ =
1

3
，所以 S = 5

√
10M cos(θ + φ) ∈ [−5

√
10M, 5

√
10M ]，进一步得 S ∈ [−50, 50]. ♥

评注 7.6.1. 前两种方法都是以基本量 a1 和 d 为变量来考虑的，第二种方法似乎略微简洁一些. 第

三种方法则是以 a1 和 a10 为变量来考虑问题的，也是一个不错的方法.

(2) 与第一问完全类似，a25+ a29 = a25+(a5+4d)2 ≤ 10，而 a1+ a2+ a3+ a4+ a5 = 5a5− 10d =
5

2
(−a5 − 10d) +

15

2
a5，所以

a1 + a2 + a3 + a4 + a5 ≤
√
(
5

2
)2 + (

15

2
)2 ·

√
(−a5 − 10d)2 + a25 ≤

5
√
10

2
×
√
10 = 25

当且仅当两个平面向量 (−a5 − 10d, a5) 和 (
5

2
,
15

2
) 同向时，取得最大值. 所以选 C 项.

例 7.7. 已知数列 {an} 满足 (1− 1

a1
) · (1− 1

a2
) · · · (1− 1

an
) =

1

an
，记 bn =

an − 7

an − 5
√
2
，则数列 {bn}

的最大项是 ( ).

(A) b8 (B) b7 (C) b6 (D) b5
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解. 当 n = 1 时，1− 1

a1
=

1

a1
，所以 a1 = 2.

当 n ≥ 2 时：

(1− 1

a1
) · (1− 1

a2
) · · · (1− 1

an
) =

1

an

用 n− 1 替换上式中的 n，得：

(1− 1

a1
) · (1− 1

a2
) · · · (1− 1

an−1

) =
1

an−1

两式相比得，
an−1

an
=

an − 1

an
，所以 an − an−1 = 1，因此 {an} 是 2 为首项，1 为公差的等差

数列，所以 an 的通项公式为 an = n+ 1.

bn =
an − 7

an − 5
√
2
，分离常数得 bn = 1 +

5
√
2− 7

an − 5
√
2
= 1 +

5
√
2− 7

n+ 1− 5
√
2
，根据反比例函数的性质

立刻得 n = 7 时，bn 取得最大值，如图7.3所示. 所以 bn 的最大项是 b7. 也可以研究 bn+1 − bn 的符

号来做清楚 bn 的单调性，但是在本题中并无必要. ♥

x = 5
√
2− 1

y = 1
7

图 7.3:

接下来研究等差数列的前 n 项和公式.

等差数列的前 n 项和公式的形式如下：

Sn =
n(a1 + an)

2

如果想让公式中只包含基本量，只需将 an = a1 + (n− 1)d 代入整理即可得到

Sn = a1n+
n(n− 1)d

2

或

Sn =
1

2
dn2 + (a1 −

d

2
)n

下面我们简要说明前 n 项公式的推导过程：

证明. Sn = a1 + a2 + · · ·+ an，

Sn = an + an−1 + · · ·+ a1，
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两式相加得 2Sn = (a1 + an) + (a2 + an−1) + · · ·+ (an + a1)，

根据等比数列的对称性可知，a1 + an = a2 + an−1 = a3 + an−2 = · · · = (an−1 + a2) = an + a1，

即上式中的每一项都等于 a1 + an，所以

2Sn = n(a1 + an)

即 Sn =
n(a1 + an)

2
.

这就是等差数列的前 n 项和公式. 这种数列求和的方法称为倒序相加法.

我们知道，设一个数列的前 n项和为 Sn，那么 {Sn}也是一个数列，因此自然有这样一个问题：

对于等差数列 {an}，其前 n 项和组成的数列 {Sn} 有什么性质？

因为 Sn =
n(a1 + an)

2
，所以

S2n = n(a1 + a2n) = n(an + an+1), S2n−1 =
(2n− 1)(a1 + a2n−1)

2
= (2n− 1)an.

这两个式子的推导过程中用到了等差数列的对称性. 前 n 项和的这两个结论在今后经常用到，且常

与等差数列的对称性相结合.

设 f(x) =
1

2
dx2 + (a1 −

d

2
)x，那么对于 a1 为首项，d 为公差的等差数列 {an}，其前 n 项和

Sn = f(n)，由此可知前 n 项和组成的数列 {Sn} 的图像是 f(x) 在 y 轴右侧部分的图像上的一系列

散点.f(x) 是一个经过原点的二次函数，其开口方向由公差 d 的符号决定.

例 7.8. 设等差数列 {an} 的前 n 项和为 Sn，且满足 S10 > 0, S11 < 0，那么当 Sn 最大时，

n = .

解. 事实上，当 n ≥ 2 时，Sn − Sn−1 = an，当 an 为正项时，Sn 递增，当 an 为负项时，Sn 递减.

对于公差 d < 0，首项 a1 > 0 的等差数列 {an}，显然存在唯一的 k ∈ N∗ 使得 an < 0，当且仅

当 n ≥ k；即 Sn 递减当且仅当 n ≥ k，所以 Sn 的最大值是 {an} 的所有正数项之和，{Sn} 的最大

项与 {an} 的最后一个正数项的序数都是 k − 1，即 ak−1 > 0 且 ak < 0.

另一方面，因为 Sn 的值可以看成是二次函数在正整数处的函数值，Sn 关于 n 的图像是二次函

数图像上的一些点，所以也可以利用二次函数的图像特点来研究 {an} 的最大项. 对于公差 d < 0 的

等差数列，二次函数是一个经过原点且开口向上的抛物线，与轴最接近的正整数就是 Sn 最大值所

对应的序号.

对于公差 d > 0，首项 a1 < 0 的等差数列，情况完全类似，留给读者自己考虑.

回到本题，由 S10 = 5(a5 + a6) > 0 和 S11 = 11a6 < 0 可知 a5 是数列 {an} 的最后一个正数项，

结合前面的讨论，Sn 取最大值时对应的 n = 5.

另一方面，如图所示，设二次函数与 x 轴的交点为 0 和 x0，根据题意可知 x0 ∈ (10, 11)，所以

轴的范围是 (5,
11

2
)，因此 5 是离轴最近的正整数，所以 Sn 取最大值时对应的 n = 5. ♥

例 7.9. 设数列 {an} 的前 n 项和是 Sn，且满足 Sn = n2 + 2n，求 {an} 的通项公式.

解. 由公式

an =

S1, n = 1,

Sn − Sn−1, n ≥ 2.
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x

y

5 6 10

11

图 7.4:

可知，当 n ≥ 2 时，

an = Sn − Sn−1 = n2 + 2n− (n− 1)2 − 2(n− 1) = n2 + 2n− n2 + 2n− 1− 2n+ 2 = 2n+ 1.

当 n = 1 时，a1 = S1 = 1 + 2 = 3，而 a1 = 2 × 1 + 1 = 3，所以公式 an = 2n + 1 也适用于

n = 1 的情况.

所以 {an} 的通项公式为 an = 2n+ 1. ♥

评注 7.9.1. 式 an =

S1, n = 1,

Sn − Sn−1, n ≥ 2.

是知 Sn 求 an 的基本方法. 在这个例题中 n = 1 和

n ≥ 2 的情况可以用统一的形式来表达，但有时 n = 1 和 n ≥ 2 则不能合并写成统一的形式，这时

只能写成分段函数的形式.

事实上，如果已知 Sn = f(n)，补充定义 S0 = f(0)，那么 {an} 的通项公式对于 n = 1 和 n ≥ 2

的情况可以用统一的形式来表达，当且仅当 S0 = 0. 对此说明如下：当 n ≥ 2 时，an = Sn−Sn−1 =

f(n)− f(n− 1)，当 n = 1 时，a1 = S1 = f(1)，而 f(1) = f(1)− f(0)，当且仅当 f(0) = 0，所以

只有当 S0 = 0 时，公式 an = f(n)− f(n− 1) 才适用于 n = 1 的情况.

根据这个结论可以方便快捷地判定由 Sn 求出的 an 是否需要将 n = 1 和 n ≥ 2 两种情况分开

表示. 例如本题中，S0 = 0，所以本题中 {an} 的通项公式可以写成统一的表达式.

例 7.10 (等差数列与裂项相消). (1) 设 an =
1

n(n+ 2)
，求 {an} 的前 n 项和 Sn.

(2) 数列 { 1
√
n+

√
n+ 1

} 的前 2021 项和为 ( ).

(A)
√
2022 + 1 (B)

√
2022− 1 (C)

√
2021 + 1 (D)

√
2021− 1

先介绍两个与等差数列有关的重要的裂项公式. 设 {an} 是等差数列，那么：

bn =
1

anan+1

=
1

d
(
1

an
− 1

an+1

)

cn =
1

√
an +

√
an+1

=
1

d
(
√
an+1 −

√
an)

将这两个等式分别通分，即可验证其正确性.
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裂项的目的是 “相消”，即在数列求和问题中，通过裂项尽可能消去大部分的项，从而将数列求

和转化为少数几项之和. 下面我们来解例7.10.

解. (1)

Sn =
1

1× 3
+

1

2× 4
+ · · ·+ 1

n(n+ 2)
=

1

2
(1− 1

3
+

1

2
− 1

4
+

1

3
− 1

5
+ · · ·+ 1

n
− 1

n+ 2
)

=
1

2
(1 +

1

2
− 1

n+ 1
− 1

n+ 2
) =

3

4
− 2n+ 3

2(n+ 1)(n+ 2)
.

可见，通过裂项我们可以消去大部分的项，从而求出 Sn 的公式.

(2) 考虑裂项公式
1√

n+ 1 +
√
n
=

√
n+ 1−

√
n，S2021 =

√
2− 1 +

√
3−

√
2 + · · ·+

√
2022−

√
2021 =

√
2022− 1，

所以选 B 项. ♥

例 7.11. 在数列 {an} 中 a1 =
19

2
，an+1 =

38an − 1

4an + 42
，记 bn =

20

2an + 1
, n ∈ N∗

(1) 证明数列 {bn} 是等差数列；

(2) 设 cn = bnbn+1 cosnπ, n ∈ N∗，数列 {cn} 的前 n 和为 Tn，若当 n 为偶数时，Tn ≤ tn2 恒成立，

求实数 t 的取值范围；

(3) 设数列 {an} 的前 n 项和为 Sn，求数列 {S2n − Sn} 的最大项.

解. (1)因为 bn+1 =
20

2an+1 + 1
=

20

2 · 38an − 14an + 42 + 1
=

20(4an + 42)

2(38an − 1) + (4an + 42)
=

2an + 21

2an + 1
，

所以 bn+1 − bn =
2an + 21

2an + 1
− 20

2an + 1
= 1. 又因为 b1 = 1，所以 {bn} 是以 1 为首项，1 为公差

的等差数列.

(2) 由 (1) 可知，bn = n. 而 cosnπ =

−1, n 为奇数,

1, n 为偶数,

，所以

Tn = c1 + c2 + · · ·+ cn = −b1b2 + b2b3 − b3b4 + b4b5 − · · ·+ (−1)nbnbn+1.

当 n 为偶数时，不妨设 n = 2m，m ∈ N∗，那么 Tn = T2m = −b1b2 + b2b3 − b3b4 + b4b5 − · · ·+

(−1)2mb2mb2m+1

并项求和:

T2m = (b3 − b1)b2 + (b5 − b3)b4 + · · ·+ (b2m+1 − b2m−1)b2m = 2(b2 + b4 + · · ·+ b2m)

= 4(1 + 2 + · · ·+m) = 4× m(m+ 1)

2
= 2m(m+ 1) =

1

2
n2 + n

Tn ≤ tn2 对任意的 n 为偶数恒成立，即
1

2
n2 + n ≤ tn2 对 n 为偶数恒成立，即 t ≥ 1

2
+

1

n
对

n 为正偶数恒成立，这等价于 t ≥ (
1

2
+

1

n
)max =

1

2
+

1

2
= 1.

所以 t 的范围是 [1,+∞).

评注 7.11.1. 所谓并项求和，即将每两项合并转化为易于求和的形式，再求和. 对于正负交替的摆

动数列，经常可以考虑使用这个技巧.

(3) 因为 bn =
20

2an + 1
= n，所以 an =

10

n
− 1

2
, n ∈ N∗，

所以 Sn = 10(1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
)− n

2
，
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所以 S2n = 10(1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
+

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

2n
)− n，

不妨记 Mn = S2n − Sn，则 Mn = 10(
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

2n
)− n

2
，问题转化为求 {Mn} 的

最大项.

下面考虑 Mn 的单调性，用 n+ 1 替换上式中的 n 得 Mn+1 = 10(
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

2n
+

1

2n+ 1
)− n+ 1

2
，

所以 Mn+1 −Mn = 10(
1

2n+ 1
− 1

2n+ 2
)− 1

2
=

10

(2n+ 1)(2n+ 2)
− 1

2
，

当 n = 1 时 M2 −M1 =
10

12
− 1

2
> 0，即 M1 < M2，当 n ≥ 2 时 Mn+1 −Mn < 0，即 {Mn} 递

减.

所以 Mn 的最大项是 M2 = 10× (
1

3
+

1

4
)− 1 =

29

6
，所以数列 {S2n − Sn} 的最大项为

29

6
. ♥

例 7.12. (1)设 An、Bn 分别为等差数列 {an}、{bn}的前 n项之和．若
An

Bn

=
5n− 3

n+ 9
，则

a8
b8

= .

(2) 已知等差数列 {an}、{bn} 的前 n 项和分别为 Sn、Tn，且对于一切正整数 n，均有
an
bn

=
2n− 1

3n+ 1
．

则
S6

T5

= .

解. (1) 用基本量：设 {an} 的公差为 d1，{bn} 的公差为 d2

An

Bn

=
1
2
d1n

2 + (a1 − d1

2
)n

1
2
d2n2 + (b1 − d2

2
)n

=
a1 +

1
2
(n− 1)d1

b1 +
1
2
(n− 1)d2

=
5n− 3

n+ 9

不妨设 d1 = 5d，d2 = d，进一步得到 a1 = d，b1 = 5d. 所以 a8
b8

=
d+ 7d1
5d+ 7d2

=
36d

12d
= 3.

评注 7.12.1. 事实上，我们有如下结论：

设 Sn 和 Tn 分别是两个等差数列 {an} 和 {bn} 的前 n 项和，且
Sn

Tn

=
An+B

Cn+D
，那么对于

s, t ∈ N∗，
as
bt

=
A(2s− 1) +B

C(2t− 1) +D
.

例如在本题中，根据这个结论可以直接求出
a8
b8

=
5× 15− 3

15 + 9
= 3.

这个命题简单推导如下：设 {an} 和 {bn} 的公差分别是 d1 和 d2，那么 Sn = a1n+
1

2
n(n−1)d1，

Tn = b1n+
1

2
n(n− 1)d2.

注意到
Sn

n
= a1 +

1

2
(n− 1)d，不妨设

Sn

n
= An+B，其中 A 和 B 仅由 {an} 的基本量决定.

此时 an = a1 + (n− 1)d = a1 +
1

2
(2n− 1− 1)d =

S2n−1

2n− 1
.

同理，设
Tn

n
= Cn+D，可得 bn =

T2n−1

2n− 1
，所以

as
bt

=
S2s−1

T2t−1

× 2t− 1

2s− 1
=

S2s−1

T2s−1

× T2s−1

2s− 1
× 2t− 1

T2t−1

=
A(2s− 1) +B

C(2s− 1) +D
× [C(2s− 1) +D]× 1

C(2t− 1) +D
=

A(2s− 1) +B

C(2t− 1) +D

(2)不妨设 an = 2kn−k，bn = 3kn+k，即 a1 = k, b1 = 4k，所以 S6 =
(k + 12k − k)× 6

2
= 36k，

T5 =
(4k + 16k)× 5

2
= 50k，所以

S6

T5

=
18

25
. ♥
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例 7.13. 已知 {an} 是等差数列，Sn 是 {an} 的前 n 项和，bn = |an|，试讨论 {bn} 的前 n 项和 Tn

的公式.

解. 因为 Sn 是等差数列的前 n 项和，我们已经知道了它的计算公式，所以如果能将 Tn 用含有 Sn

的式子表达出来，也就得到了 Tn 的计算公式.

1◦ 如果 an ≥ 0，那么 bn = an，Tn = Sn.

2◦ 如果 an ≤ 0，那么 bn = −an，Tn = −Sn.

3◦ 如果 a1 > 0，d < 0，则一定存在唯一的正整数 m，使 am > 0 且 am+1 < 0，根据前面的讨

论我们知道 Sn 的最大项就是 Sm. 当 1 ≤ n ≤ m 时，bn = an，所以 Tn = Sn，而当 n ≥ m+ 1 时，

bn = −an，所以 Tn = Sm − am+1 − am+2 − · · · − an = Sm − (Sn − Sm) = 2Sm − Sn，即

Tn =

Sn, 1 ≤ n ≤ m,

2Sm − Sn, n ≥ m+ 1.

4◦ 如果 a1 < 0，d > 0，则一定存在唯一的正整数 m，使 am < 0 且 am+1 > 0，根据前述讨论，

Sn 的最小项是 Sm，当 1 ≤ n ≤ m 时，bn = −an，所以 Tn = −Sn，而当 n ≥ m+ 1 时，bn = an，

所以 Tn = −Sm + am+1 + am+2 + · · ·+ an = −Sm + (Sn − Sm) = Sn − 2Sm，即

Tn =

−Sn, 1 ≤ n ≤ m,

Sn − 2Sm, n ≥ m+ 1.

♥

7.2.2 等比数列

一般地，如果一个数列从第 2 项起，每一项与它前一项的比都是同一个常数，那么称这个数列

为等比数列，这个常数叫做等比数列的公比，公比常用字母 q 来表示，显然 q 6= 0. 事实上，若 {an}

是等比数列，则要求 a1, an 6= 0 且 q 6= 0.

与等差中项类似，在 g 和 h 中间插入一个数 G，使得 g,G, h 为等比数列，则成 G 是 g 和 h 的

等比中项. 由等比数列的定义可知，G 是 g 和 h 的等比中项，等价于 G2 = gh.

例 7.14. 已知正实数 p, a, b, c, q 满足 p 6= q，且 p, a, q 成等比数列，p, b, c, q 成等差数列，试判断关

于 x 的二次方程 bx2 − 2ax+ c = 0 的实根个数.

解. 由题设，pq = a2，设等差数列的公差为 d，则 b = p+ d，c = q − d，q = p+ 3d，因为 p 6= q，

所以 d 6= 0.

而 ∆ = 4a2 − 4bc = 4pq − 4bc = 4pq − 4(p+ d)(q − d) = 4dp− 4dq + 4d2 = 4d(p− q) + 4d2 =

4d · (−3d) + 4d2 = −8d2 < 0，所以该二次方程没有实数根.

事实上，根据 “和定积渐大” 可知 pq < bc，由此立即得到 ∆ < 0. ♥
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与等差数列相同，根据递推式同样可以求出等比数列的通项公式. 由 an+1

an
= q 得

a2 = q · a1,

a3 = q · a2 = q2 · a1,

a4 = q · a3 = q3 · a1,

· · ·

归纳得当 n ≥ 2 时

an = a1q
n−1

容易验证 n = 1 也符合这个公式，这就是等比数列的通项公式. 对于等比数列，有如下基本性

质：

1◦ 单调性：若 q > 1，当 a1 > 0 时为正项等比数列，且数列递增，当 a1 < 0 时为负项等比数列，且

数列递减.

若 0 < q < 1，当 a1 > 0 时为正项等比数列，且数列递减，当 a1 < 0 时为负项等比数列，且数

列递增.

若 q = 1，则等比数列为常数列.

若 q < 0，则 {an} 是正负交替的摆动数列，即奇数项之间的符号都相同，偶数项之间的符号也

相同.

特别地，对于 q > 0 且 a1 > 0，即 {an} 是正项等比数列的情况，对 an = a1q
n−1 两边同时取对

数，得

ln an = ln a1 + (n− 1) ln q

显然 {ln an} 是以 ln q 为公差的等差数列，在这种看法下，我们可以建立等差数列与等比数列之

间的联系.

2◦ 对称性：设 p, q, s, t ∈ N∗，如果 p+ q = s+ t，那么 apaq = asat. 特别地，如果 s = t = r，此时

r =
p+ q

2
，则 a2r = apaq，即若 r 是 p 和 q 的等差中项，则 ar 是 ap 和 aq 的等比中项.

设有函数 f(x) = a1q
x−1, x ∈ R，那么 {an}(q 6= 0)的项就是 f(x)在 n处的函数值，即 an = f(n).

从图像上看，数列 {an} 表示的是一组在指数函数 f(x) = a1q
x−1 的 y 轴右侧部分的图像上均匀

离散分布的散点. 我们知道指数函数具有等式性质 f(c + d) = f(c)f(d)，正是因为指数函数具有

这一性质，所以等比数列具有对称性.

3◦ 等比数列的子数列的性质：设 {an} 是等比数列，且 q 是公比，那么它的子数列

ak, ak+m, ak+2m, . . . , a(k−1)m(k,m ∈ N∗)

是公比为 qm 的等比数列.

证明留给读者（提示：用基本量表示出子数列中的各项，再作比即可）.
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4◦ 公比的计算公式：如果 {an} 是等差数列，m,n ∈ N∗，那么公差 q 满足：

qm−n =
am
an

例 7.15. (1) 在等比数列 {an} 中，a1 = 1，a3 = 2，则 a7 = .

(2) 已知正项等比数列 {an} 满足 a6+a5+a4−a3−a2−a1 = 49，则 a9+a8+a7 的最小值为 .

(3) 已知 {an} 为等比数列，且 a1a2021 = 1 ，若 f(x) =
2

1 + x2
，则 f(a1) + f(a2) + f(a3) + · · ·+

f(a2021) = .

(4)已知 {an}为等差数列，且 a1+1, a3+3, a5+5成等比数列，且公比为 q，则 q = .

(5) 已知 {an} 成等比数列，且 a2 =
√
2，a3 =

3
√
3，则

a1 + a2011
a7 + a2017

= .

解. (1) q2 =
a3
a1

= 2，而 a7 = a1 · q6 = a1 · (q2)3 = 8.

(2)考虑以 a1+a2+a3为主元，则 (a6+a5+a4)−(a3+a2+a1) = 49 ⇒ (q3−1)(a3+a2+a1) = 49.

显然，q3 − 1 > 0，所以 a3 + a2 + a1 =
49

q3 − 1
，所以

a9 + a8 + a7 = q6(a3 + a2 + a1) =
49q6

q3 − 1

这关于 q3 是二次比一次的分式函数，根据不等式可得

a9 + a8 + a7 = 49(
1

q3 − 1
+ q3 + 1) = 49(q3 − 1 +

1

q3 − 1
+ 2)

≥ 49× (2 + 2) = 196.

当且仅当 q3 − 1 = 1，即 q =
3
√
2 时，等号成立. 所以所求最小值是 196.

(3) 由 f(x) =
2

1 + x2
知，对于任意的 x ∈ R，有

f(x) + f(
1

x
) =

2

1 + x2
+

2

1 + 1
x2

=
2x2 + 2

x2 + 1
= 2

这是 f(x) 的一个等式性质，即对于乘积为 1 的作用对象，其函数值之和为 2，根据等比数列的

性质可知 a1a2021 = a2a2020 = a3a2021 = · · · = a2021a1 = 1，所以：

2[f(a1) + f(a2) + f(a3) + · · ·+ f(a2021)] = [f(a1) + f(a2021)] + [f(a2) + f(a2020)] + · · ·+ [f(a2021 + f(a1)]

= 2× 2021

所以 [f(a1) + f(a2) + f(a3) + · · ·+ f(a2021)] = 2021.

(4) 因为 {an} 是等差数列，而 1, 3, 5 也成等差数列，所以 a1 + 1, a3 + 3, a5 + 5 也成等差数列，

不妨设其公差为 d′. 又因为 a1 +1, a3 +3, a5 +5 成等比数列，所以
a5 + 5

a3 + 3
=

a3 + 3

a1 + 1
= q，由差比定

理可知
a3 + 3

a1 + 1
=

(a5 + 5)− (a3 + 3)

(a3 + 3)− (a1 + 1)
=

2d′

2d′
= 1，所以 q = 1.

(5) 由题意得 q =
3
√
3√
2
，而

a1 + a2011
a7 + a2017

=
a1 + a2011

q6(a1 + a2011)
=

8

9
. ♥

求等比数列的前 n 项和的方法和等差数列有所不同，需要用到一些新的技巧.
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设等比数列 {an} 的前 n 项和为 Sn，当 q 6= 1 时，

Sn = a1+a2 + · · ·+ an,

qSn =a2 + · · ·+ an + an+1,

错位相减，得

(1− q)Sn = a1 − an+1

所以

Sn =
a1 − an+1

1− q
.

如果要使公式中只含有基本量，上式又可以写成

Sn = a1
1− qn

1− q

当 q = 1 时，{an} 是一个常数列，因此 Sn = nan.

综上所述，

Sn =


a1

1− qn

1− q
, q 6= 1

na1, q = 1

等比数列的求和公式是一个非常重要的求和公式，此外，这种数列求和的方法称为错位相减法，

这种方法还可以用来解决另一类数列的求和问题.

例 7.16. 已知数列 {an}是公差为 3的等差数列，数列 {bn}满足 b1 = 1，b2 =
1

3
，anbn+1+bn+1 = nbn.

(1) 求数列 {an} 的通项公式；

(2) 求数列 {bn} 的前 n 项和.

解. (1)已知 an 的公差，要求其通项公式只需求出首项 a1，令 n = 1，得
1

3
a1+

1

3
= 1，所以 a1 = 2.

因此 {an} 是以 2 为首项，3 为公差的等差数列，其通项公式为 an = 3n− 1.

(2) 因为 an = 3n− 1，所以 3nbn+1 = nbn，即
bn+1

bn
=

1

3
，所以 {bn} 是以 1 为首项，

1

3
为公比

的等比数列，所以 bn = (
1

3
)n−1，其前 n 项和为 Sn =

1− 1
3

n

1− 1
3

=
3

2
− 1

2 · 3n−1
. ♥

关于等比数列的前 n 项和 Sn 有如下结论：设等比数列 {an} 的前 n 项和为 Sn，那么：

Sm, S2m − Sm, S3m − S2m, . . .

是公比为 qn 的等比数列.

例 7.17. 记等比数列的前 n 项和为 Sn，若
S2n

Sn

= 3，那么
S3n

S2n

= .

解. 因为 Sn, S2n−Sn, S3n−S2n 构成等比数列，设公比为 k，那么
S2n

Sn

−1 =
S2n − Sn

Sn

= k = 2，所

以 S3n − S2n = k(S2n − Sn) = 2S2n − 2Sn = 2S2n − 2

3
S2n =

4

3
S2n，所以

S3n

S2n

=
S3n − S2n + S2n

S2n

=

4

3
+ 1 =

7

3
. ♥
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例 7.18. 设等比数列 {an}的前 n项和为 Sn，且 S10 = 10，S30 = 70，那么 S40 = .

解. 由前 n 项和的性质，S10,S20 − S10,S30 − S20,S40 − S30 成等比数列，设公比为 k = q10 > 0，则

S30 = S30 − S20 + S20 − S10 + S10 = 10k2 + 10k + 10，所以 10k2 + 10k + 10 = 70，解得 k = 2 或

k = −3（舍去），而 S40 − S30 = 10k3 = 80，所以 S40 = 80 + 70 = 150. ♥

例 7.19. 已知数列 {an} 的前 n 项和为 Sn，Sn = 1 + λan，λ 6= 0，证明 {an} 成等比数列.

解. 因为 Sn = 1+λan，所以 Sn+1 = 1+λan+1，两式相减得 an+1(λ−1) = λan，所以
an+1

an
=

λ

λ− 1
.

当 n = 1 时，a1 = S1 = 1 + λa1，所以 a1 =
1

1− λ
，所以 {an} 是以

1

1− λ
为首项，

λ

λ− 1
为公比

的等比数列，所以 an =
1

1− λ
(

λ

λ− 1
)n−1. ♥

例 7.20. 已知 an = (2n+ 1) · 3n，求数列 {an} 的前 n 项和 Sn.

解. 对于形如 {bncn} 的数列，其中 {bn} 是等差数列，{cn} 是等比数列. 那么这样的数列可以用错

位相减法进行求和.

注意到

Sn = 3× 31+5× 32 + 7× 33 + · · ·+ (2n+ 1) · 3n

3Sn =3× 32 + 5× 33 + · · ·+ (2n− 1) · 3n + (2n+ 1) · 3n+1

两式相减，与等比数列求和的情况不同的是，这时中间的一些项并没有如之前一样被消去，但

是中间的这些项变成了可求和的形式，根据等比数列的求和公式：

2Sn = (2n+ 1) · 3n+1 − 3× 31 − 2× 32 − 2× 33 − · · · − 2× 3n

= (2n+ 1) · 3n+1 − 9− 2× 32 − 3n+1

1− 3

= 3n+1(2n+ 1) + 9− 3n+1 − 9

= 3n+1(2n+ 1)− 3n+1

= 2n · 3n+1

所以 Sn = n · 3n+1.

这里提醒读者，在求解完数列求和问题后，可以验证一下用通项公式计算出的 a1 和用前 n 项

和公式计算出的 S1 两者是否相等，以此来检查求和的结果是否正确.

另解 除了应用错位相减法以外，还可以用裂项相消的方法. 因为 {an} 的项具有一次式乘以 3 的方

幂的形式，考虑 an 可以拆成 cn+1 − cn 的差，其中 cn 具有 cn = (An+B)3n 的形式，A 和 B 为待

定系数. 因为 (2n+ 1) · 3n = [A(n+ 1) +B]3n+1 − (An+B)3n = 2An3n + (3A+ 2B)3n，比较系数

可知

2A = 2,

3A+ 2B = 1

，所以 A = 1, B = −1，所以 cn = (n− 1) · 3n.

所以 Sn = c2 − c1 + c3 − c2 + · · ·+ cn+1 − cn = cn+1 − c1 = n · 3n+1 − 0 = n · 3n+1

对于具有 “等差乘等比” 结构的数列求和问题，可以采用错位相减法或者裂项相消法. 对于裂项

相消法我们指出，在熟练掌握之后，有时并不需要用待定系数法就可以直接观察出裂项的形式.裂项
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相消比错位相减要更简洁，也是解决数列求和问题时更普适的方法，裂项相消比错位相减不知道高

到哪里去了，但是用错位相减也不丢人啊，真的不丢人. ♥

习题 7.2

1. 若五项的数列 {an}：a1，a2，a3，a4，a5 满足 0 ≤ a1 < a2 < a3 < a4 < a5，且对任意的

i, j(1 ≤ i ≤ j ≤ 5)，均有 aj − ai 在该数列中．

(1) a1 = 0；

(2) a5 = 4a2；

(3) {an} 为等差数列；

(4) 集合 A = {ai + aj |1 ≤ i ≤ j ≤ 5} 含九个元素．

上述论断正确的有 个．

2. 已知数列 {an} 的前 n 项和为 Sn，a1 =
1

5
，且对任意正整数 m、n 都有 am+n = am · an，若

Sn < a 对任意 n ∈ N∗ 恒成立，则实数 a 的最小值为 .

3.“实数 a、b、c、d 依次成等差数列”是“a+ d = b+ c”的 条件.

4. 已知一无穷等差数列中有 3项（顺次排列但不一定相连）：13，25，41，则可以判断得出 2013

（填“是”、“不是”、“不能确定”）数列中的一项.

5. 等差数列 2, 5, 8, · · · , 2015 与 4, 9, 14, · · · , 2014 的公共项（具有相同数值的项）的个数是 .

6. 正整数数列 {an} : an = 3n+ 2 与 {bn} : bn = 5n+ 3，n ∈ N , 在 M = {1, 2, . . . , 2018} 中的公共

项的个数是 .

7. 在数列 {an} 中，若 a2n − a2n−1 = p（n ≥ 2, n ∈ N∗，p 是常数），则称数列 {an} 为“等方差数列”．

下列是对“等方差数列”的判断：

(1) 数列 {(−1)n} 是等方差数列；

(2) 若 {an} 是等方差数列，则 {a2n} 是等差数列；

(3) 若 {an} 等方差数列，则 {akn}（k ∈ N∗，k 是常数）也是等方差数列；

(4) 若 {an} 既是等方差数列，又是等差数列，则此数列是常数列．

其中正确命题的序号为 .

8. 已知正项数列 {an}的前 n项和为 Sn.若 {an}、{
√
Sn}均是公差为 d的等差数列，则 Sn= .

9. 设等差数列 {an} 的公差为 d(d 6= 0)，前 n 项和为 Sn. 若数列 {
√
8Sn + 2n} 也是公差为 d 的等

差数列，则数列 {an} 的通项 an= .

10. 已知数列 {an}的各项为互异正数，且其倒数构成等差数列，则
a1a2 + a2a3 + · · ·+ a2014a2015

a1a2015
= .
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11. 已知公差为 d 的等差数列 {an} 满足：d > 0，且 a2 是 a1、a4 的等比中项；记 bn = a2n(n ∈ N∗)，

对任何正整数 n，都有
1

b1
+

1

b2
+ · · ·+ 1

bn
< 2 成立，则公差 d 的取值范围是 .

12. 等差数列 {an} 中, 对任意正整数 n , 均有 an + 2an+1 + 3an+2 = 6n+ 22, 则 a2017 = .

13. 在公差不为 0 的等差数列 {an} 中，a4 = 10，且 a3, a6, a10 成等比数列. 则数列 {an} 的通项公式

为 .

14. 已知等差数列 {an} 的公差 d 6= 0，且 a25 + a27 + 16d = a29 + a211，则 {an} 的前 15 项之和 S15 等

于 .

15. 已知等差数列 a1, a2, · · · , a1000 的前 100 项之和为 100，最后 100 项之和为 1000，则 a1= .

16. 已知数列 {an} 的奇数项依次构成公差为 d1 的等差数列，偶数项依次构成公差为 d2 的等差数列，

且对任意 n ∈ N∗，都有 an < an+1，若 a1 = 1, a2 = 2，且数列 {an} 的前 10 项和 S10 = 75，则

a8 = .

17. 已知等差数列 {an} 的前 12 项的和为 60，则 |a1|+ |a2|+ · · ·+ |a12| 的最小值为 .

18. 设 Sn、Tn 分别是等差数列 {an} 与 {bn} 的前 n 项和，对任意的正整数 n ，都有
Sn

Tn

=
2n+ 6

n+ 1
.

若
am
bm
为质数，则正整数 m 的值为 .

19. 已知等差数列 {an}及 {bn}，设 An = a1+a2+ · · ·+an ，Bn = b1+ b2+ · · ·+ bn ，若对 ∀n ∈ N∗，

有
An

Bn

=
3n+ 5

5n+ 3
，则

a10
b6

= .

20. 已知等差数列 {an}、{bn} 的前 n 项和分别为 Sn、Tn，且对于一切正整数 n，均有
an
bn

=
2n− 1

3n+ 1
．

则
S6

T5

= .

21. 已知等差数列 {an}的前 n项和为 Sn，(a6−1)3+2013(a6−1) = 1, (a2008−1)3+2013(a2008−1) =

−1, 则 S2013 = ,a6 与 a2008 的大小关系是 .

22. 若 {an} 是等差数列，首项 a1 > 0，a2003 + a2004 > 0，a2003 · a2004 < 0，则使前 n 项和 Sn > 0

成立的最大自然数 n 是 .

23. 设等差数列 {an} 满足：
sin2 a3 − cos2 a3 + cos2 a3 cos2 a6 − sin2 a3 sin2 a6

sin(a4 + a5)
= 1，公差 d ∈ (−1, 0).

若当且仅当 n = 9 时，数列 {an} 的前 n 项和 Sn 取得最大值，则首项 a1 的取值范围是 .

24. 已知数列 {an} 为等差数列，且满足 3a5 = 8a12 > 0，数列 {bn} 满足 bn = an · an+1 · an+2(n ∈

N∗),{bn} 的前 n 项和记为 Sn ，则 n 为何值时，Sn 取得最大值？并说明理由．

25. 一个长方体的体积为 8cm3，全表面积为 32cm2，其长、宽、高成等比数列，则此长方体全部棱长

之和为 .

26. 已知 {an} 是首项为 1, 公比是 2 的等比数列,{bn} 是首项是 2, 公差为 5 的等差数列. 同时出现在

这两个数列中的数按从小到大的顺序排成数列 {xn}, 则 x100 = .
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27. 已知等差数列 {an} 的公差不为零, 且 a2, a3, a9 构成等比数列, 则 a4 + a5 + a6
a2 + a3 + a4

的值是 .

28. 已知数列 {an}, {bn} 满足：bn =

an+1
2
, n 为奇数

√
an+1, n 为偶数

, 若 {bn} 是等比数列，且 a2 + b2 = 108，

则数列 {an} 的通项公式为 .

29. 设数列 a1, a2, a3, · · · , a21 满足：|an+1 − an| = 1(n = 1, 2, 3, · · · , 20) ，a1, a7, a21 成等比数列．若

a1 = 1, a21 = 9，则满足条件的不同的数列的个数为 .

30. 设等比数列 {an} 的公比为 t，前 n 项和 Sn > 0(n = 1, 2, 3, · · · )，则 t 的取值范围为 .

31. 等比数列 {an}的前 n项和为 Sn，并且对任意正整数 n成立 Sn+2 = 4Sn+3，则 a2 的值是 ．

32. 已知一个等比数列前 2014 项之和为 200，前 4028 项之和为 380，则前 6042 项之和为 .

33. 设正项等比数列 {an} 的前 n 项和为 Sn，且 210S30 + S10 = (210 + 1)S20，则数列 {an} 的公比

为 .

34. 在等比数列 {an} 中，a2 = 2，q 是公比．记 Sn 为 {an} 的前 n 项和，Tn 为数列 {a2n} 的前 n 项

和．若 S2n = 2Tn，求 q 的值．

35. 已知等比数列 {an}：a1 = 5，a4 = 625，则
2014∑
k=1

1

log5 ak log5 ak+1

= .

36. 等差数列 {an} 中, a2 + a11 + a14 = −6, 则前 17 项的和 a1 + a2 + · · ·+ a17 等于 .

37. 公差为 d，各项皆为正整数的等差数列 {an}，若 a1 = 1919，am = 1949，an = 2019，则正整数

m+ n 的最小值是 .

38. 若 2014 为一个正整数等差数列的第八项，则该数列首项的最小值为 .

39. 等差数列 {an} 满足 a21 + a210 ≤ 10．则 S = a10 + a11 + · · ·+ a19 的取值范围是 .

40. 下面给出一个“直角三角形数阵”：
1

4
1

2
,
1

4
3

4
,
3

8
,
3

16
· · ·

满足每一列的数成等差数列，从第三行起，每一行的数成等比数列，且每一行的公比相等，记第

i 行第 j 列的数为 aij(i ≥ j, i, j ∈ N∗)，则 an3 = .

41. 在正项等比数列 {an} 中, 存在两项 am 和 an, 使得
√
aman = 8a1 , 且 a9 = a8 + 2a7, 则

1

m
+

4

n
的最小值是 .

42. 设 0 < a < b, 已知 a, s, t, b 依次成等差数列，a, u, v, b 依次成等比数列，记 x = st(s + t), y =

uv(u+ v), 则 x, y 的大小关系是 .
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7.3
求数列的通项公式

7.3.1 累加法和累乘法

这一节中我们将讨论一般情况下求数列通项公式的求法.

等差数列和等比数列都是递推数列，即它们的项 an 是由前面的若干项确定的. 例如等差数列的

递推公式为

an+1 − an = d.

其中 d 是常数.

如果将等差数列递推公式中的常数 d 换成一个与 n 有关的式子 f(n)，即

an+1 − an = f(n).

此时可以用累加法来求数列的通项公式. 由 an+1 − an = f(n) 可知

an − an−1 = f(n− 1)

an−1 − an−2 = f(n− 2)

...

a2 − a1 = f(1)

以上各式两边累加，得

an − an−1 + an−1 − an−2 + · · ·+ a2 − a1 = an − a1 =
n−1∑
i=1

f(i)

即

an = a1 +
n−1∑
i=1

f(i)

事实上，对给定的数列 {an} 的相邻两项分别作差得到的新数列称为 {an} 的 (一阶) 差分数列，

如果记该数列为 {bn}，则 bn = an+1 − an 即 bn = f(n).

如果 a1 已知，且 f(n) 可求和，便求出了 {an} 的通项公式. 特别地，对于等差数列而言，f(n)

是常函数 f(n) = d，根据上式立刻得到等差数列的通项公式：

an = a1 + (n− 1)d

例 7.21. (1) 已知数列 {an} 满足 a1 = 1，且当 n ≥ 2 时，an = an−1 + ln
(
1 +

1

n

)
，求 {an} 的通

项公式.

(2) 已知数列 {an} 满足 a1 = 1，且对于任意的 n ∈ N∗，都有 an+1 = 2an + 3n，求 {an} 的通项公

式.

(3) 已知数列 {an} 满足 a1 = 1 , an+1 = n+ 1 + an, n ∈ N∗ ，若 [x] 表示不超过 x 的最大整数, 则

[
1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

a2018
]= .



208 第七章 数列

解. (1) 由题意可知

an − an−1 = ln n+ 1

n

an−1 − an−2 = ln n

n− 1
...

a2 − a1 = ln 3

2
,

累加得，an − a1 =
n−1∑
i=1

ln i+ 2

i+ 1
= ln

(
n+ 1

n
× n

n− 1
× · · · × 3

2

)
= ln n+ 1

2

所以 an = 1 + ln n+ 1

2
.

(2) 这个递推式不能直接用累加法. 考虑对递推式两边同时除以 2n+1，得

an+1

2n+1
=

an
2n

+
1

2
· (3

2
)n

记 bn =
an
2n
，即 bn+1 − bn =

1

2
· (3

2
)n，由此可得

bn − bn−1 =
1

2
· (3

2
)n−1

bn−1 − bn−2 =
1

2
· (3

2
)n−2

...

b2 − b1 =
1

2
· 3
2

累加，根据等比数列的求和公式得，

bn = b1 +
n∑

k=1

1

2
· (3

2
)k−1 =

1

2
+

1
2
· 3
2
− 1

2
· ( 3

2
)n

1− 3
2

=
1

2
− 3

2
+ (

3

2
)n = (

3

2
)n − 1

所以 an = 2nbn = 3n − 2n.

(3)由累加法及等比数列的求和公式可得 an = a1+
n−1∑
k=1

(k+1) = 1+
(2 + n)(n− 1)

2
=

1

2
n2+

1

2
n，

所以

1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

a2018
= 2(

1

1× 2
+

1

2× 3
+ · · ·+ 1

n(n+ 1)
)

= 2(1− 1

2
+

1

2
− 1

3
+ · · ·+ 1

2018
− 1

2019
) = 2(1− 1

2019
)

所以 [
1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

a2018
] = 1. ♥

与累加法类似的还有累乘法，我们以最基本的等比数列为例，它的递推公式为

an+1

an
= q.
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其中 q 为常数，如果将 q 换成与 n 有关的式子 f(n)，则可以运用累乘法求通项公式，由递推式可知

an
an−1

= f(n− 1),

an−1

an−2

= f(n− 2),

...
a2
a1

= f(1),

上面各式两边累乘可得
an
a1

=

n−1∏
i=1

f(i).

所以 an = a1

n−1∏
i=1

f(i).

例 7.22. (1) 已知数列 {an} 满足 a1 = 6，且 an+1 =
n+ 3

n
an，求数列 {an} 的通项公式.

(2)在数列 {an}中 a1 = 1，3an+1 = (1+
1

n
)2an(n ∈ N∗)，则数列 {an}的通项公式为 ( ).

(A) n2

3n−1
(B) n2 + 3

3n + 1
(C) 4n2 + 2

3n+1
(D)

n2 + 1

3n − 1

解. (1) 由累乘法可得 an = a1

n−1∏
k=1

k + 3

k
= 6 × 4

1
× 5

2
× · · · × n+ 2

n− 1
= 6 × n(n+ 1)(n+ 2)

1× 2× 3
=

n(n+ 1)(n+ 2).

(2) 根据累乘法，

an = a1

n−1∏
k=1

[
1

3
(
n+ 1

n
)2] =

1

3n−1
· n2.

所以选择 A 项.

另解 本题第二小问可以构造等比数列来求解，因为 3an+1 =
(n+ 1)2

n2
an，所以

an+1

(n+ 1)2
=

1

3
· an
n2
，

所以 {an
n2

} 是以 1 为首项，
1

3
为公比的等比数列，所以

an
n2

=
1

3n−1
，所以 an =

n2

3n−1
. ♥

7.3.2 Sn 法

下面我们讨论求数列通项公式的 Sn 法. 所谓 Sn 法求通项公式即一类 “由 Sn 求 an” 问题的求

解方法，这种方法的基本理论是公式

an =

S1, n = 1,

Sn − Sn−1, n ≥ 2.

我们已经解决过一些已知 Sn = f(n)，求 an 的问题，要解决这类问题直接套用上述公式即可.

特别地，如果我们在形式上补充定义 S0 = f(0)，那么 {an} 的通项公式对于 n = 1 和 n ≥ 2 的情况

可以用统一的形式来表达等价于 S0 = 0，参见7.9 的评注.
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如果题给条件不是 Sn = f(n) 而是 Sn = f(an)，此时可以考虑将 an 写成 Sn − Sn−1(n ≥ 2)，

从而使题给条件变成了数列 {Sn} 的递推公式，再用其他方法求 Sn 的通项公式，进而根据公式

an =

S1, n = 1,

Sn − Sn−1, n ≥ 2.

求出 an.

另一方面，由 an = Sn −Sn−1 可得 an = f(an)− f(an−1)，这又是一个关于 an 的递推公式，如

果这个递推公式处理起来很方便，也可以用这种方法直接求出 an 的表达式.

对于 Sn = f(an)形式的条件，以上两种方法在解决问题时都经常用到，到底是先求 Sn 再求 an

还是直接求 an，则要根据具体问题具体分析，选用一个更为简捷的方法.

例 7.23. 设数列 {an} 的前 n 项和为 Sn，且 Sn = 4an − 3(n = 1, 2, · · · )．则数列 {an} 的通项公式

为 .

解. 当 n ≥ 2 时，an = Sn − Sn−1 = 4(an − an−1)，所以 an =
4

3
an−1，又因为当 n = 1 时

a1 = S1 = 4a1− 3，所以 a1 = 1，所以 {an} 是 1 为首项
4

3
为公比的等比数列，所以 an = (

4

3
)n−1.♥

例 7.24. 记 Sn 是数列 {an} 的前 n 项和，bn 是数列 {Sn} 的前 n 项积，且
2

Sn

+
1

bn
= 2.

(1) 证明：数列 {bn} 是等差数列；

(2) 求数列 {an} 的通项公式.

解. (1)

证明. 类比前 n 项和的处理方法，考虑到 Sn =
bn
bn−1

，所以
2bn−1

bn
+

1

bn
= 2，整理得 bn−1 +

1

2
= bn，

所以 {bn} 是以
1

2
为公差的等差数列.

(2) 因为 b1 = S1，所以当 n = 1 时有
2

S1

+
1

b1
=

3

b1
= 2，所以 b1 =

3

2
，所以 {b1} 是以

3

2
为首

项
1

2
为公差的等差数列，所以 bn =

1

2
n+ 1.

当 n ≥ 2时，Sn =
bn
bn−1

=
1
2
n+ 1

1
2
n+ 1

2

=
n+ 2

n+ 1
；当 n = 1时，S1 = b1 =

3

2
，综上所述，Sn =

n+ 2

n+ 1
.

下面是知 Sn 求 an 的问题，当 n ≥ 2 时，an = Sn − Sn−1 =
n+ 2

n+ 1
− n+ 1

n
= − 1

n(n+ 1)
；当

n = 1 时，a1 = S1 =
3

2
，所以 {an} 的通项公式为

an =


3

2
, n = 1,

− 1

n(n+ 1)
, n ≥ 2.

♥

评注 7.24.1. 本题第一小问实际上是求 {bn} 通项公式的问题，第一小问适合将 Sn 换成
bn
bn−1

，直

接处理关于 bn 的递推式，而不适合先构造 Sn 的递推式 Sn =
bn
bn−1

=
f(Sn)

f(Sn−1)
求出 Sn 再求 bn.

本题的第二小问实际上是两个问题，一个是知前 n 项积求通项，一个是知前 n 项和求通项，这

两个问题直接套用公式计算即可，需要注意一下首项能否合并的细节，正如知 Sn 求通项可以用 S0

是否得零来判定能否合并，知前 n 项积 Tn 求通项也可以类似地用 T0 是否得 1 来判定你能否合并，
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例如本题中的 b0 = 1，所以 Sn 是可以用一个统一的表达式来表示的，而 S0 = 2 6= 0，所以 a1 需

要单独写出.

7.3.3 一阶常系数线性递推数列

在前面的讨论中，我们着重介绍了两类特殊的递推关系 an−an−1 = f(n−1)和
an
an−1

= f(n−1)，

并且讲述了累加法和累乘法作为解这类递推关系的思路. 在这一小节和下一小节中将以一阶和二阶

的情况为例，介绍常系数线性递推数列求通项的几种常用方法.

所谓 k 阶常系数线性递推数列，是指这样的数列 {an}，满足如下形式的递推公式

an = C1an−1 + C2an−2 + · · ·+ Ckan−k + f(n), n ≥ k

其中 C1, C2, · · · 是 k 个常数，f(n) 是以序数 n 为自变量的函数.

对于阶数较低的情况而言，经常可以采用一些较为简单和自然的方法，快速有效地解出 an 的通

项. 在这一小节和下一小节中我们将讨论 k = 1 和 k = 2 的情况，给出求解通项的一些技巧和实例.

一阶常系数线性递推公式具有如下形式：

an = kan−1 + f(n)

其中 k 为常数且 k 6= 0.

我们先考虑 f(n) = b（b 为常数）的情况，这时 an = kan−1 + b，事实上，数列可分为如下几种

情况：

若 k = 1，则 an = an−1 + b，此时 {an} 是公差为 b 的等差数列，an = a1 + (n− 1)b；

若 k 6= 1，b = 0，此时 an = kan−1，这是一个一阶常系数线性齐次递推公式，此时 {an} 是公

比为 k 的等比数列，an = a1k
n−1.

若 k 6= 1 且 b 6= 0，这是一般的一阶递推关系.

定理 7.3.1. 已知数列 {un}的首项为 u1，且 un = kun−1+b，其中 k和 b均为常数，且 k, b 6= 0, k 6= 1，

则 {un} 的通项公式为：

un = (u1 +
b

k − 1
)kn−1 − b

k − 1
.

这个定理的具体结论并不要求记忆，但是要熟练掌握解一般的一阶递推关系的方法.

证明. 设想 cn = un + λ，λ 为常数，且满足 cn = kcn−1，即 un = kuan−1 + kλ − λ，比较系数

可知 kλ − λ = b，所以 λ =
b

k − 1
. 这时 {cn} 是以 un + λ 为首项，k 为公比的等比数列，所以

cn = (un+λ)kn−1，所以 un = (ub+λ)kn−1−λ，代入 λ =
b

k − 1
得 un = (u1+

b

k − 1
)kn−1− b

k − 1
.

这种证明方法是利用待定系数法构造辅助数列 {cn}，使得 {cn} 具有齐次的递推公式，从而归

结为等比数列的通项公式问题.

另证 1 因为 un = kun−1+b，所以 un+1 = kun+b，两式相减得 un+1−un = k(un−un−1)，所以数列

{un+1−un}是以 u2−u1为首项，k为公比的等比数列.因为 u2−u1 = ku1+b−u1 = (k−1)u1+b，所以

un+1−un = [(k−1)u1+b]kn−1，另一方面 un+1 = kun+b，代入解得 un = (u1+
b

k − 1
)kn−1− b

k − 1
.

另证 2 我们也可以用解递推关系的一般方法来解一阶递推关系，为此我们先说明如下命题：
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引理 7.1. 设 un = bn 是递推公式 un = C1un−1 +C2un−2 + · · ·+Ckun−k + f(n), n ≥ k 的一个特解

（满足递推公式的不含任意常数的解），un = Bn 是其对应的齐次递推公式 un = C1un−1 +C2un−2 +

· · · + Ckun−k, n ≥ k 的通解（含有任意常数的解，并且含有若干常数的通解可以代表递推公式的所

有解），则 un = C1un−1 + C2un−2 + · · ·+ Ckun−k + f(n), n ≥ k 的通解是 un = Bn + bn.

一阶齐次递推公式的通解就是等比数列的通项公式，而二阶和二阶以上齐次递推数列的通项可

以特征方程的方法求出 ( 将在下一小节介绍 )，因此要求出 un = C1un−1+C2un−2+ · · ·+Ckun−k+

f(n), n ≥ k 的解，只需求出它的一个特解.

证明. 因为 bn 是 un = C1un−1 +C2un−2 + · · ·+Ckun−k + f(n), n ≥ k 的特解，所以 bn = C1bn−1 +

C2bn−2 + · · ·+ Ckbn−k + f(n)，

又因为 Bn 是 un = C1un−1 + C2un−2 + · · ·+ Ckun−k 的通解，

所以 Bn = C1Bn−1 + C2Bn−2 + · · ·+ CkBn−k，

所以 bn +Bn = C1bn−1 +C2bn−2 + · · ·+Ckbn−k + f(n) +C1Bn−1 +C2Bn−2 + · · ·+CkBn−k =

C1(bn−1 +Bn−1) + C2(bn−2 +Bn−2) + · · ·+ Ck(bn−k +Bn−k) + f(n).

关于 f(n) 为多项式函数或者指数函数的情况，又有如下引理：

引理 7.2. 在递推关系 an = C1an−1 +C2an−2 + · · ·+Ckan−k + f(n), n ≥ k 中，如果 f(n) 是关于 n

的 m 次多项式函数，且 “1” 是特征方程 αk −C1α
k−1 −C2α

k−2 − · · · −Ck = 0 的 r 重根（特别地，

若 1 不是特征方程的根，则 r = 0），那么该非齐次递推关系有特解 un = nrg(n)，其中 g(n) 是关

于 n 的 m 次多项式函数，系数待定.

引理 7.3. 在递推关系 an = C1an−1 +C2an−2 + · · ·+Ckan−k + f(n), n ≥ k 中，如果 f(n) 是关于 n

的指数函数 f(n) = c · bn，且 “b” 是特征方程 αk −C1α
k−1 −C2α

k−2 − · · · −Ck = 0 的 r 重根（特

别地，若 b 不是特征方程的根，则 r = 0），那么该非齐次递推关系有特解 un = Anrbn，其中 A 是

待定系数.

两个引理的证明从略.

回到定理 7.3.1 的证明，由引理7.1先求出对应的齐次递推公式 un = kun−1 的通解 bn = Ckn−1

（C 为任意常数），由引理7.2，1不是特征方程 α−k = 0的根，且这里的 f(n)次数为 0，所以特解为

Bn = A，A 为待定常数，代入递推公式，A = kA+ b，所以 A =
b

1− k
，所以原非齐次递推公式的

通解是 un = bn +Bn = Ckn−1 − b

k − 1
，代入初值条件可得 u1 = C − b

k − 1
，所以 C = u1 +

b

k − 1
，

所以 {un} 的通项公式为 un = (u1 +
b

k − 1
)kn−1 − b

k − 1
.

从这种证明方法中可以看出，虽然引理的形式比较复杂，但是用引理解一阶情况的问题还是相

对比较简洁的.

例 7.25. 设数列 {an} 满足 an+1 = 2an + 3，且 a1 = 1，求 {an} 的通项公式.

解（待定系数法） 设 λ 满足 an+1 + λ = 2(an + λ)，比较可得 λ = 3，所以 {an + 3} 是以 4

为首项，2 为公比的等比数列，所以 an + 3 = 4 · 2n−1，所以 an = 2n+1 − 3.
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评注 7.25.1. 熟练之后，如果能直接观察出辅助数列的形式，也可以不用待定系数法.

另解 1（作差法） 因为 an+1 = 2an+3，所以 an = 2an−1+3，两式相减得 an+1−an = 2(an−an−1)，

所以 {an+1 − an} 是以 a2 − a1 为首项，2 为公比的等比数列，又因为 a2 − a1 = 2× 1 + 3− 1 = 4，

所以 an+1 − an = 4× 2n−1，又因为 an+1 = 2an + 3，所以 an = 2n+1 − 3.

另解 2（一般法） 对应齐次递推的通解为 C · 2n−1(C 为任意常数)，因为 1 不是特征方程 α− 2 = 0

的根，且多项式的次数为 0，所以原非齐次递推的特解为 A，代入比较可知 A = −3，所以原非齐次

递推的通解为 an = C · 2n−1 − 3，代入初值条件 a1 = 1 解得 C = 4，所以 an = 2n+1 − 3.

评注 7.25.2. 从这道例题可以看出，一般法虽然是花里胡哨的方法，但是其处理思路却十分固定和

清晰. 运用一般法求递推数列的通项基本流程如下：先根据引理 7.3.1 和其他引理求出通解，再代入

初值条件（对于一阶情况而言，是代入首项）求出任意常数 C 在给定初值条件下的取值.

例 7.26. 设数列 {an} 满足 an+1 = 2an + n，且 a1 = 1，求 {an} 的通项公式.

解. 本题中 f(n) = n，用一般法仍然可以求解，对应齐次递推的通解是 Bn = C · 2n−1，因为 1 不是

特征方程 α− 2 = 0 的根，而 f(n) 的次数是 1，所以原非齐次递推的特解为 bn = An+B，代入得

An+A+B = 2An+2B + n，整理得 −An+A−B = n，比较系数

−A = 1,

A−B = 0,

所以 A = −1，

B = −1，所以 an = C · 2n−1 − n− 1，代入初值条件 a1 = 1 得 1 = C − 1− 1，所以 C = 3，所以

an = 3 · 2n−1 − n− 1.

另解 1 除了用一般法以外，还可以用作差法，因为 an+1 = 2an + n，所以 an = 2an−1 + n − 1，

两式相减得 an+1 − an = 2(an − an−1) + 1，因为 a2 − a1 = 2a1 + 1 − 1 = 2，根据定理7.3.1可知

an+1 − an = 3 · 2n−1 − 1，代入 an+1 = 2an + n 得 an = 3 · 2n−1 − n− 1.

另解 2 待定系数法，设想 an+1 +A(n+ 1) +B = 2(an +An+B)，即 an+1 = 2an +An+B −A，

所以 A = 1，B − A = 0，所以 A = B = 1，所以 {an + n+ 1} 是以 3 为首项，2 为公比的等比数

列，an + n+ 1 = 3 · 2n−1，所以 an = 3 · 2n−1 − n− 1. ♥

例 7.27. 设数列 {an} 满足 an+1 = 2an + n2，且 a1 = 1，求 {an} 的通项公式.

解. 用一般法求解，对应的齐次递推公式的通解为 Bn = C · 2n−1，因为 1 不是特征方程 α − 2 = 0

的根，而 f(n) 的次数是 2，所以原非齐次递推的特解为 bn = An2 + Bn + D，代入递推公式得

A(n+ 1)2 +B(n+ 1) +D = 2An2 + 4Bn+ 2D + n2，所以 (A+ 1)n2 + (B − 2A)n+D −A−B =

0，即


A+ 1 = 0,

B − 2A = 0,

D −A−B = 0,

，解得 A = −1, B = −2, D = −3，所以 bn = −n2 − 2n − 3，所以

an = Bn + bn = C · 2n−1 − n2 − 2n − 3，代入初值条件 a1 = 1 得 C − 6 = 1，所以 C = 7，所以

an = 7 · 2n−1 − n2 − 2n− 3.

此外，也可以使用两次作差法来求解：每作差一次，都可以使 f(n) 降低一次，从而最终转化为

等比数列的通项问题. ♥
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例 7.28. 设数列 {an} 满足 an+1 = 2an + 2n，且 a1 = 1，求 {an} 的通项公式.

解. 本题中的递推公式所对应的齐次递推公式的通解为 Bn = C ·2n−1，因为 2是特征方程 α−2 = 0

的 1 重根，由引理7.3可知原非齐次递推公式的特解是 bn = An2n，其中 A 是待定系数，代入递推

关系得 A(n + 1)2n+1 = An2n+1 + 2n，即 An2n+1 + A · 2n+1 = An2n+1 + 2n. 所以 A =
1

2
，所以

an = Bn+ bn = n2n−1+C ·2n−1，代入初值条件得 a1 = C+1 = 1，所以 C = 0，所以 an = n ·2n−1.

另解 递推公式两边同时除以 2n+1，得
an+1

2n+1
=

an
2n

+
1

2
，所以数列 {an

2n
} 是以 1

2
为首项，

1

2
为公差

的等差数列，所以
an
2n

=
1

2
n，所以 an = n · 2n−1. ♥

例 7.29. 设数列 {an} 满足 an+1 = 2an + 3n，且 a1 = 1，求 {an} 的通项公式.

解. 本题中的递推公式所对应的齐次递推公式的通解为 Bn = C ·2n−1，因为 3不是特征方程 α−2 = 0

的根，由引理7.3可知原非齐次递推公式的特解是 bn = A · 3n，其中 A 是待定系数，代入递推关系

得 3A · 3n = 2A · 3n + 3n，比较系数可知 A = 1，所以 an = bn +Bn = 3n + C · 2n−1，代入初值条

件 a1 = 3 + C = 1 得 C = −2，所以 an = 3n − 2n.

另解 递推公式两边同时除以 2n+1，再用累加法，过程参见例7.21的第二小问. ♥

评注 7.29.1. 从以上两个例题可以看出，对于 an+1 = kan + f(n)，当 f(n) 是指数函数时，既可以

用一般法求解，也可以对递推公式两边同时除以 kn+1，做辅助数列 {an
kn

}.

例 7.30 (取倒数). (1) 已知数列 {an} 满足 a1 = 1 且 an+1 =
2an

3an + 4
，求数列 an 的通项公式.

(2) 已知数列 a0, a1, a2, · · · , an, · · · 满足关系式 (2− an+1)(4 + an) = 8，且 a0 = 2，则
n∑

i=0

1

ai
的值

是 .

解. (1)取倒数，得
1

an+1

=
2

an
+

3

2
，记 bn =

1

an
，则 bn+1 = 2bn+

3

2
，由待定系数法得到 bn+1+

3

2
=

2(bn +
3

2
)，所以 {bn +

3

2
} 是以 5

2
为首项，2 为公比的等比数列，所以 bn +

3

2
=

5

2
· 2n−1 = 5 · 2n−2，

所以 bn = 5 · 2n−2 − 3

2
，所以 an = (5 · 2n−2 − 3

2
)−1 =

2

5 · 2n−1 − 3
.

(2) 整理得，2an − 4an+1 − anan+1 = 0，即 an+1 =
2an

4 + an
，取倒数得

1

an+1

=
2

an
+

1

2
，由

待定系数法
1

an+1

+
1

2
= 2(

1

an
+

1

2
)，所以 { 1

an
+

1

2
} 是以 2 为首项，2 为公比的等比数列，所以

1

an
+

1

2
= 2n，所以

1

an
= 2n − 1

2
.

所以
n∑

i=0

1

ai
=

1

2
(an+2 − n− 3).

♥

评注 7.30.1. 形如 an+1 =
an

tan + k
（t,k 为常数） 的递推公式，可以通过取倒数转化辅助数列 { 1

an
}

的一阶常系数线性递推公式，再用其他方法求解.

例 7.31 (取对数). 已知数列 {an} 满足 a1 = 1 且 an+1 = 3 · a4n，求数列 an 的通项公式.
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解. 显然对于任意的 n ∈ N∗ 都有 an > 0，对递推公式两边同时取以 3 为底的对数，得

log3 an+1 = 1 + 4 log3 an.

令 bn = log3 an，即 bn+1 = 4bn+1，用待定系数法得 bn+1+
1

3
= 4(bn+

1

3
)，所以 {bn+

1

3
}是 1

3
为

首项，4为公比的等比数列，所以 bn+
1

3
=

1

3
·4n−1，所以 bn =

4n−1

3
− 1

3
，所以 an = log3 bn = 3

4n−1−1
3 .

♥

评注 7.31.1. 形如 an+1 = t · akn（t,k 为常数,t > 0） 的递推公式，可以通过取对数转化辅助数列

{logt an} 的一阶常系数线性递推公式，再用其他方法求解.

例 7.32. 已知数列 {an} 满足 a1 = 1，a2 = 1，且当 n ≥ 3 时，
√
anan−2 −

√
an−1an−2 = 2an−1.

解. 等式两边同时除以 √
an−1an−2，得√

an
an−1

− 2

√
an−1

an−2

= 1

令 bn =

√
an+1

an
，n ≥ 3，即 bn−2bn−1 = 1，由待定系数法得 bn+1 = 2(bn−1+1)，所以 {b1+1}

是以 2 为首项，2 为公比的等比数列，即 bn = 2n − 1.

所以
an+1

an
= (2n − 1)2，由累乘法可知，当 n ≥ 2 时

an =
n−1∏
k=1

(2k − 1)2.

所以 an =


1 , n = 1,
n−1∏
k=1

(2k − 1)2 , n ≥ 2.
♥

7.3.4 二阶常系数线性递推数列

意大利数学家斐波那契（Leonardo Fibonacci）提出过一个 “小兔繁殖问题”，在这个问题中可

以抽象出一个由如下递推关系给出的数列：

Fn = Fn−1 + Fn−2, n ≥ 3

这是一个典型的二阶常系数线性齐次递推数列. 一般地，已知齐次递推关系

un+2 = pun+1 + qun(p 6= 0, q 6= 0)

称方程 x2 − px− q = 0 是该齐次递推关系关系的特征方程，该方程的根

λ1 =
1

2
(p−

√
p2 + 4q), λ2 =

1

2
(p+

√
p2 + 4q)

称为特征根.

注意到如果 λ 是特征根，那么数列 {λn} 将满足齐次递推关系：

λn(λ2 − pλ− q) = 0 ⇒ λn+2 = pλn+1 + qλn
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进一步地，λn
1 和 λn

2 的任意线性组合构成的数列 {C1λ
n
1 + C2λ

n
2}(其中 C1 和 C2 是任意常数)

也满足齐次递推关系（验证留给读者）. 最后，我们还能证明该递推数列 {un} 的所有解都可以表示

成 {C1λ
n
1 + C2λ

n
2} 的形式，也即这是它的通解.

进一步考虑，如果 p2 + 4q = 0，此时 λ1 = λ2 = λ 即特征根是重根，这时 λn 和 nλn 的任意线

性组合构成的数列 {C1λ
n + C2nλ

n}(其中 C1 和 C2 是任意常数) 是递推关系的通解.

定理 7.3.2. 已知齐次递推关系

un+2 = pun+1 + qun(p 6= 0, q 6= 0, p2 + 4q = 0)

记 λ1 和 λ2 是特征方程 α2 = pα+ q 的两个根（可能有重根），那么：

(1) 若 λ1 6= λ2，则该齐次递推关系的通解为 {C1λ
n
1 + C2λ

n
2}(其中 C1 和 C2 是任意常数).

(2) 若 λ1 = λ2 = λ，则该齐次递推关系的通解为 {C1λ
n+C2nλ

n}(其中 C1 和 C2 是任意常数).

定理的证明从略.

例 7.33. 斐波那契数列满足递推关系 Fn = Fn−1 + Fn−2, n ≥ 3，且 F1 = 1，F2 = 1，求 {Fn} 的通

项公式.

解. 由定理7.3.2可知，通解为 Fn = C1λ
n
1 +C2λ

n
2，解方程 λ2 = λ+1得 λ1 =

1−
√
5

2
，λ2 =

1 +
√
5

2
，

所以 Fn = C1(
1−

√
5

2
)n + C2(

1 +
√
5

2
)n，代入初值条件 F1 = 1 和 F2 = 1 得


(
1−

√
5

2
)C1 + (

1 +
√
5

2
)C2 = 1,

(
3−

√
5

2
)C1 + (

3 +
√
5

2
)C2 = 1,

解得


C1 = − 1√

5
,

C2 =
1√
5
,

，所以 Fn =
1√
5
[(
1 +

√
5

2
)n − (

1−
√
5

2
)n].

另解（待定系数法） 设 Fn+2 − αFn+1 = β(Fn+1 − αFn)，即 Fn+2 = (α + β)Fn+1 − αβFn，所以α+ β = 1,

αβ = −1,

所以 α和 β就是两个特征根，不妨记 α =
1 +

√
5

2
，β =

1−
√
5

2
.令 bn = Fn+1−αFn，

所以 bn+1 = βbn，又因为 b1 = 1 − α，所以 {bn} 是以 1 − α 为首项，β 为公比的等比数列，所以

bn = (1− α)βn−1，所以 Fn+1 − αFn = (1− α)βn−1.

等式两边同除以 αn+1 得
Fn+1

αn+1
− Fn

αn
=

1− α

αβ
· (β

α
)n

由累加法可得
Fn

αn
=

F1

α
+
1− α

αβ

n−1∑
i=1

(
β

α
)i =

1

α
+
1− α

αβ
·
β
α
− ( β

α
)n

1− β
α

，结合 α+β = 1得
1− α

β
= 1，

所以
Fn

αn
=

1

α
+

1

α
·

β
α
− ( β

α
)n

1− β
α

=
1

α
(
1− β

α
+ β

α
− ( β

α
)n

1− β
α

) =
1

αn
· α

n − βn

α− β

所以 Fn =
αn − βn

α− β
=

1√
5
[(
1 +

√
5

2
)n − (

1−
√
5

2
)n]. ♥
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评注 7.33.1. 对比两种方法可知，待定系数法的过程需要构造辅助数列，从而将二阶问题转化为一

阶问题，一步步顺次解决，书写起来更自然、更有次序，而用定理求解则比较直接、简洁，另外，两

种方法都用到了特征方程和特征根的概念，我们将求解二阶线性常系数齐次递推数列的方法称为特

征根法.

例 7.34. 设数列 {an} 的前 n 项和为 Sn，且满足 a1 = 1，Sn+1 = 4an + 2，求 {an} 的通项公式.

解. 因为 Sn+1 = 4an + 2，所以 Sn+2 = 4an+1 + 2，两式相减得 an+2 = 4an+1 − 4an，特征方程

为 λ2 − 4λ + 4 = 0，解得 λ1 = λ2 = 2，所以该递推公式的通解为 an = C1 · 2n + C2n · 2n，因为

S2 = 4a1 + 2 = 6，所以 a2 = S2 − a1 = 5，代入初值条件 a1 = 1, a2 = 5 得

2C1 + 2C2 = 1,

4C1 + 8C2 = 5,

解

得 C1 = −1

4
, C2 =

3

4
，所以 an = −2n−2 + 3n · 2n−2 = (3n− 1)2n−2.

另解（待定系数法）由待定系数法可知 (an+2−2an+1) = 2(an+1−2an)，所以数列 {an+1−2an}是以

3为首项，2为公比的等比数列，所以 an+1−2an = 3 ·2n−1，两边同时除以 2n+1 可得
an+1

2n+1
− an
2n

=
3

4
，

所以 {an
2n

} 是以 1

2
为首项，

3

4
为公差的等差数列，所以

an
2n

=
3

4
n− 1

4
，所以 an = (3n− 1)2n−2. ♥

例 7.35. 设 {an} 满足 a1 = 1，a2 = 10，且对于任意的 n ∈ N∗，都有

n(n+ 1)an+2 = 5n(n+ 2)an+1 − 6(n+ 1)(n+ 2)an,

求数列 {an} 的前 n 项和 Sn.

解. 两边同时除以 n(n+1)(n+2)，并记 bn =
an
n
，则 bn+2 = 5bn+1− 6bn，其特征方程的两个根为 2

和 3，所以 bn 的通解为 bn = C12
n+C23

n，代入初值条件 b1 = 1，b2 =
a2
2

= 5 得 C1 = −1, C2 = 1，

所以 bn = 3n − 2n（也可以做辅助数列），所以 an = n · 3n − n · 2n.

记 Tn = 1× 31 + 2× 32 + · · ·+ n× 3n，注意到 n · 3n = cn+1 − cn，其中 cn = (
1

2
n− 3

4
)3n，则

Tn = c2 − c1 + c3 − c2 + · · ·+ cn+1 − cn = cn+1 − c1 = (
1

2
n− 1

4
)3n+1 +

3

4

同理，记 T ′
n = 1× 21 +2× 22 + · · ·+ n× 2n，注意到 n · 2n = dn+1 − dn，其中 dn = (n− 2)2n，

则

T ′
n = d2 − d1 + d3 − d2 + · · ·+ dn+1 − dn = dn+1 − d1 = (n− 1)2n+1 + 2

所以 Sn = Tn − T ′
n = (

1

2
n− 1

4
)3n+1 − (n− 1)2n+1 − 5

4
. ♥

评注 7.35.1. 这里的数列求和也可以用错位相减法来进行.

例 7.36 (*). 设数列 a0, a1, . . . , an, . . . 满足 a0 = 5，a1 = 35，且当 n ≥ 2 时，

an = 7an−1 − 12an−2 − 2 · 3n

求 {an} 的通项公式.



218 第七章 数列

解. 这是一个非齐次的二阶递推数列，根据引理7.1先求出对应齐次递推数列的通解. 对于递推公

式 an = 7an−1 − 12an−2，特征方程为 λ2 − 7λ + 12 = 0，解得 λ1 = 3, λ2 = 4，所以其通解

Bn = C13
n + C24

n.

进一步地，考虑原非齐次递推数列的特解，根据引理7.3，因为 3 是特征方程的一重根，所以其

特解的形式为 bn = An3n(A是待定系数)，代入递推公式得 An ·3n = 7An ·3n−1−7A ·3n−1−12An ·

3n−2 + 24A · 3n−2 − 2 · 3n，解得 A = 6，所以 bn = 6n · 3n = 2n · 3n+1.

所以 an = bn +Bn = 2n · 3n+1 + C13
n + C24

n，代入初值条件 a0 = 5 和 a1 = 35 得C1 + C2 = 5,

3C1 + 4C2 + 18 = 35,

解得 C1 = 3, C2 = 2，所以 an = 2n · 3n+1 + 3n+1 + 22n+1，即 an =

(2n+ 1)3n+1 + 22n+1. ♥

评注 7.36.1. 本题也可以不用一般法：对递推关系两边同时除以 3n 并记 bn =
an
3n
，得到辅助数列

{bn} 的递推，再用作差法得到 {bn+1 − bn} 的齐次递推，最后再用其他方法求解.

7.3.5 不动点在求数列通项公式中的应用

例 7.37. 数列 {an} 满足 a1 = 2，对 n = 1, 2, . . . 有 an+1 =
an
2

+
1

an
，求该数列的通项公式.

这是一个 “分式线性递推” 的问题，目前我们还很难解决这个问题. 为此，先介绍不动点的概念，

这个概念源于函数迭代的思想，如果读者对函数迭代的相关概念尚不清楚，可以回顾第二章的相关

内容.

对于函数 f(x)，如果存在实数 x0 使得 f(x0) = x0，则称 x = x0 是函数 f(x) 的不动点，所谓

不动点，即点 x0 被对应法则 f 作用后，得到的函数值仍然是 x0. 在几何上，曲线 y = f(x) 与直线

y = x 交点的横坐标就是 f(x) 的不动点.

一般地，如果数列 {xn} 由递推公式 xn+1 = f(xn) 给出，由此可以定义数列的不动点 x0：对于

递推数列 {xn}，若其递推公式为 xn+1 = f(xn)，且存在 x0 ∈ R，使得 f(x0) = x0，则称 x0 是数列

f(x) 的不动点.

我们知道不动点的概念源于函数迭代的思想，实际上递推数列 {xn} 的项 xn 就可以看成是 x1

在 f 下的 n − 1 次迭代，特别地，若从某一项 xk 开始，数列的取值是 x0 即 xk = x0，则 xk+1 =

f(xk) = f(x0) = x0，xk+2 = f(xk+1) = f(x0) = x0，归纳可得当 n ≥ k 时，xn 恒等于 x0，即数列

{xn} 在第 k 项之后就 “不动” 了.

有时数列 {xn} 可能无法取到 x0，但是会收敛于 x0，所谓收敛就是指当 n 充分地大时，数列

{xn}的项将充分趋近于某个值 x，也即 lim
n→∞

xn = x，代入递推公式可知 lim
n→∞

f(xn−1) = x，当 f(x)

是连续函数时 lim
n→∞

f(xn−1) 就等于 f(x)，所以我们得到 f(x) = x，即这样的数列会无限趋近于其

不动点 x0.

并不是所有的数列都有实数范围内的不动点，有些数列的 “不动点”不是实数，有些数列不存在

不动点.

先来考虑一阶线性递推数列，若数列 {xn} 的首项为 x1，且 xn = kxn−1 + b，其中 k 和 b 均

为常数，且 k, b 6= 0, k 6= 1，则 {xn} 的通项公式为 xn = (x1 +
b

k − 1
)kn−1 − b

k − 1
. 我们在前面
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已经用待定系数法和一般法等方法得到了这个结果，接下来我们尝试用不动点来认识这个问题：解

方程 x = kx + b 得 x =
b

1− k
，这就是数列的不动点 x0. 另一方面 xn − x0 = kxn−1 + b − x0 =

kxn−1 −
kb

1− k
= k(xn−1 − x0)，这恰好是当初我们用待定系数法得到的结果，因此我们自然想到：

对于一阶线性递推数列，可以求出其不动点 x0，之后 {x− x0} 就成等比数列.

例 7.38. 用不动点法思考例题 7.25：

设数列 {an} 满足 an+1 = 2an + 3，且 a1 = 1，求 {an} 的通项公式.

解. 令 x = 2x+ 3，解得 x = −3，因此变形得到

an+1 − (−3) = 2an + 3− (−3) ⇔ an+1 + 3 = 2(an + 3)

所以 {an + 3} 是以 4 为首项，2 为公比的等比数列，所以 an + 3 = 4 · 2n−1 = 2n+1，所以

an = 2n+1 − 3. ♥

评注 7.38.1. 由上面的例子得到启发，在数列的递推式两边减去不动点，可以得到较为特殊的结构.

接下来我们来看分式递推数列，这也是不动点法的主要应用. 所谓分式递推数列指的是以下类

型：若数列 {xn} 满足 xn+1 =
axn + b

cxn + d
，求数列 {xn} 的通项公式. 处理这类问题的一般思路依然是：

在递推式两边减去不动点.

考虑该数列的不动点，由方程 x =
ax+ b

cx+ d
⇔ cx2 + (d− a)x+ b = 0，这是一个二次方程，我们

先来看几个具体的例子：

例 7.39. 已知数列 {an} 满足 a1 = 2，an+1 =
5an − 1

an + 3
，求数列 {an} 的通项公式.

解. 令 x =
5x− 1

x+ 3
⇔ (x− 1)2 = 0，所以 1 是数列的不动点，根据上面的思路，在递推式两边同时

减去 1，得到 an+1 − 1 =
5an − 1

an + 3
− 1 =

4(an − 1)

an + 3
.

注意到等式两边分别出现了 an+1 − 1 和 an − 1 这样相似的结构而且都是在分子上，实际上这

个问题我们在例题7.30中已经解决过了，与例7.30完全类似，我们对等式两边同时取倒数得

1

an+1 − 1
=

an + 3

4(an − 1)
=

an − 1 + 4

4(an − 1)
=

1

an − 1
+

1

4

所以，数列 { 1

an − 1
} 是以 1 为首项，

1

4
为公差的等差数列，所以

1

an − 1
=

1

4
n +

3

4
，所以

an − 1 =
4

n+ 3
，所以 an =

n+ 7

n+ 3
. ♥

例 7.40. 已知数列 {an} 满足 a1 = 1，an+1 =
2an + 1

3an + 4
，求数列 {an} 的通项公式.

解. 令 2x+ 1

3x+ 4
= x，解得 x =

1

3
或 x = −1，这里数列有两个不动点

1

3
和 −1，分别在数列的递推

公式两边减去
1

3
和 −1 得

an+1 − (−1) =
2an + 1

3an + 4
+ 1 =

5(an + 1)

3an + 4

an+1 −
1

3
=

2an + 1

3an + 4
− 1

3
=

an − 1
3

3an + 4
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两式相比得
an+1 + 1

an+1 − 1
3

= 5 · an + 1

an − 1
3

. 所以数列 { an + 1

an − 1
3

} 是以 3 为首项，5 为公比的等比数列，

所以
an + 1

an − 1
3

= 3 · 5n−1，所以 an =
5n−1 + 1

3 · 5n−1 − 1
. ♥

评注 7.40.1. 综合上面的两个例题，做一个小的总结，对于形如 xn+1 =
axn + b

cxn + d
的递推数列，处理

的时候可以分为两种情况：

(1) 如果数列只有一个不动点 x0，那么数列 { 1

xn − x0

} 是等差数列，

(2) 如果数列有两个不动点 α, β，那么数列 {xn − α

xn − β
} 是等比数列.

下面我们来解例7.37.

解. 这个例题与上面两个问题的情况不同，事实上 an+1 =
a2n + 2

2an
，同样尝试求它的不动点：令

x =
x2 + 2

2x
，解得 x = ±

√
2. 所以

√
2 和 −

√
2 是数列的两个不动点，变形得

an+1 −
√
2 =

a2n + 2

2an
−
√
2 =

(an −
√
2)2

2an
, an+1 +

√
2 =

a2n + 2

2an
+
√
2 =

(an +
√
2)2

2an
,

两式相比，得
an+1 −

√
2

an+1 +
√
2

= (
an −

√
2

an +
√
2
)2，令 bn = ln an −

√
2

an +
√
2
，则 bn+1 = 2bn，所以 bn 是

以 ln
(
3−

√
2
)
为首项，2 为公比的等比数列，所以 bn = 2n−1 · ln

(
3−

√
2
)
= ln

(
3−

√
2
)2n−1

=

ln
(√

2− 1
)2n

，所以
an −

√
2

an +
√
2
= (

√
2− 1)2

n

，解得 an =

√
2[1 + (

√
2− 1)2

n

]

1− (
√
2− 1)2n

. ♥

例 7.41. 已知数列 {xn} 满足 x1 =
√
3 且 xn+1 =

xn + 1

1− xn

，则 x1001 − x401= .

解. x1 =
√
3，x2 = −2−

√
3，x3 = −

√
3

3
，x4 = 2−

√
3，x5 =

√
3，所以数列 {xn} 是以 4 为周期

的周期数列，所以 x1001 = x1，x401 = x1，所以 x1001 − x401 = 0.

另解 1 观察结构，考虑作变量替换 xn = tan an，此时

tan an+1 =
tan an + tan π

4

1− tan an tan π
4

= tan
(
an +

π

4

)
.

归纳可得 tan an+4 = tan
(
an +

π

4
· 4
)
= tan an，所以 {xn} 是以 4 为周期的周期数列，所以

x1001 − x401 = x1 − x1 = 0.

另解 2 令 x =
x+ 1

1− x
⇔ x2 +1 = 0，在实数范围内没有不动点，但是如果扩展到复数范围，则有两

个不动点 i 和 −i，变形得

xn+1 − i = xn + 1

1− xn

− i = (1 + i)(xn − i)
1− xn

xn+1 + i = xn + 1

1− xn

+ i = (1− i)(xn + i)
1− xn

两式相比得
xn+1 − i
xn+1 + i = ixn − i

xn + i .

所以 {xn − i
xn + i} 在形式上是一个以 i 为公比的等比数列，记 bn =

xn − i
xn + i，迭代可得 bn+4 =

bn，所以 {bn} 是一个以 4 为周期的周期数列，所以 {xn} 也是一个以 4 为周期的周期数列，所以

x1001 − x401 = x1 − x1 = 0. ♥
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评注 7.41.1. 事实上，如果分式线性递推数列 xn+1 =
axn + b

cxn + d
在实数范围内没有不动点，此时二次

方程 cx2+(d−a)x+b = 0有两个共轭虚根 u和 v，此时我们可以得到
xn+1 − u

xn+1 − v
= (

a− uc

a− vc
)
xn − u

xn − v
.

如果 “公比”a− uc

a− vc
恰好是 1的 T 次方根（T 次单位根），那么通过迭代可以得到

xn+T − u

xn+T − v
=

xn − u

xn − v
，

进一步得到 xn+T = xn，则 {xn} 是以 T 为周期的周期数列. 例如在本题中 i 是一个 4 次单位根，

所以 {xn} 是以 4 为周期的周期数列.

由此可以看出，如果分式线性递推数列在实数范围没有不动点，则它可能具有周期性，在解决

相关问题时候要注意发现这一点.

例 7.42. 设数列 {an} 满足 a1 = 1，an+1 =
a2n + 3

2an
，n ≥ 1.

(1) 求证: 当 n ≥ 2 时，数列 {an} 是严格单调递减数列；

(2) 求证: 当 n ≥ 1 时，|an+1 −
√
3| = 2

√
3

r2
n

1− r2n
，其中 r = 2−

√
3.

解. (1) 当 n ≥ 2 时，an+1 − an =
3− a2n
2an

，又注意到 an =
a2n−1 + 3

2an−1

≥ 2

√
1

2
an−1 ·

3

2an−1

=
√
3，且

因为 an 都是有理数，所以 an >
√
3，从而 an+1 − an < 0，即 {an} 严格单调递减.

评注 7.42.1. 第一小问考查的是数列单调性，结合 an 有下界即可判断 an+1 − an 的符号，进而将

数列单调性说明清楚.

(2) 分析：令
x2 + 3

2x
= x，解得 x = ±

√
3，所以数列有两个不动点

√
3 和 −

√
3，由此可进一步

求出数列的通项.

由 an+1 =
a2n + 3

2an
可得

an+1 −
√
3

an+1 +
√
3

= (
an −

√
3

an +
√
3
)2，由此可得

an+1 − 3

an+1 + 3
= r2

n

，其中 r =

|a1 −
√
3

a1 +
√
3
| = 2−

√
3，解得 an+1 =

√
3
1 + r2

n

1− r2n
.

所以 |an+1 −
√
3| = 2

√
3

r2
n

1− r2n
. ♥

习题 7.3

1. 已知数列 {an} 满足 a1 = 1 , an+1 = n + 1 + an, n ∈ N∗ ，若 [x] 表示不超过 x 的最大整数, 则

[
1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

a2018
]= .

2. 对任一实数序列 A = (a1, a2, a3, · · · )，定义 ∆A 为序列 (a2 − a1, a3 − a2, a4 − a3, · · · )，它的第 n

项是 an+1 − an，假定序列 ∆(∆A) 的所有项都是 1，且 a19 = a32 = 0，则 a1 的值为 .

3. 将石子摆成如图所示的梯形形状，称具有“梯形”结构的石子数依次构成的数列 {an}：5, 9, 14, 20, · · · ,

为“梯形数列”。根据“梯形”的构成，可知 a624 = .

4. 设数列 {an} 满足 a1 = 1,an+1 = 5an + 1(n = 1, 2, · · · )，则
2018∑
n=1

an= .
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5. 在数列 {an} 中，a1 = 1，an+1 = 2an − n+ 2，n ∈ N∗．求数列 {an} 的前 n 项和 Sn．

6. 设数列 {an} 满足：a1 = 6, an+1 = [
5

4
an +

3

4

√
a2n − 2], n ∈ N∗, 其中 [x] 表示不超过实数 x 的最

大整数，Sn 为 {an} 前 n 项和，则 S2016 的个位数字是 .

7. 已知数列 {an} 满足 a1 = 0，an+1 = an + 4
√
an + 1 + 4(n ≥ 1)．则 an= .

8. 若数列 {an} 满足 a1 =
1

2
, an+1 =

2an
3an + 2

, n ∈ N∗，则 a2017 的值为 .

9. 已知数列 a0, a1, a2, · · · , an, · · · 满足关系式 (2�an+1)(4 + an) = 8，且 a0 = 2，则的
n∑

i=0

1

ai
值

是 .

10. 已知数列 {an} 满足 an+1 =
3n+1 · an
an + 3n+1

，a1 = 3, 则数列 {an} 的通项公式是 .

11. 数列 {an} 满足：a1 = 1, an+1 =
(n+ 1)a2n

2a2n + 4nan + n2
, 求 {an} 的通项.

12. 已知数列 {an} 满足 an + an+1 = n · (−1)
n(n+1)

2 , 前 n 项和 Sn，m+ S2015 = −1007, a1m > 0．则
1

a1
+

4

m
的最小值为 .

13. 数列 a0 = 134, a1 = 150，ak+1 = ak−1 −
k

ak
(k = 1, 2, · · · , n− 1). 若 an = 0，则 n 为 .

14. 已知数列 {an} 的前 n 项和 Sn = n2 − 1(n ∈ N∗) ，则 a1 + a3 + a5 + a7 + a9 等于 .

15. 设数列 {an}的前 n项和为 Sn，且 Sn = 4an−3(n = 1, 2, · · · )．则数列 {an}的通项公式为 .

16. 已知 k 为给定正整数，数列 {an} 满足 a1 = 3，an+1 = (3
2

2k−1 − 1)Sn + 3(n ∈ N∗)，其中 Sn 是

{an} 的前 n 项和．令 bn =
1

n
log3(a1a2 · · · an)(n ∈ N∗)，记 Tk =

2k∑
i=1

|bi −
3

2
|．若 Tk ∈ N∗, 求 k

的所有可能值．

17. 设数列 {an} 的各项均为正数，其前 n 项和 Sn 满足 Sn =
1

2
(an +

1

an
)，则 an = .

18. 数列 {an} 满足 an+1 = an + an−1，n ≥ 2．若 a7 = 8，则 a1 + a2 + · · ·+ a10 等于 .

19. 已知正整数数列 {an} 满足 an+2 = an+1 + an，n ∈ N∗．若 a11 = 157，则 a1= .

20. 设单调递增数列 {an}的各项均为正整数，且 a7 = 120，an+2 = an+an+1(n ∈ N∗)，则 a8= .

21. 已知数列 {an} 是由正整数组成的递增数列，且 an+2 = an+1 + 2an(n ∈ N∗)，若 a5 = 52，则

a7= .

22. 设 0 ≤ x1 ≤ x2，数列 {xn} 满足 xn+2 = xn+1 + xn，n ≥ 1. 若 1 ≤ x7 ≤ 2，则 x8 的取值范围

为 .

23. 在数列 {an}中，已知 an+2 = 3an+1−2an，a1 = 1，a2 = 3，则数列 {an}的通项公式 an = .

24. 欲登上 7 阶楼梯，某人可以每步跨上两阶楼梯，也可以每步跨上一阶楼梯，则共有 种上楼

梯的方法.
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25. 已知数列 {an} 满足：an = (
√
2 + 1)n − (

√
2− 1)n(n ∈ N), 用 [x] 表示不超过实数 x 的最大整数，

则 [a2017] 的个位数字是 .

26. 设 x1 = 1，xn =
xn−1 − 1

2xn−1 + 4
(n ≥ 2)．数列 {xn} 的通项公式是 .

27. 已知数列 {an} 满足 a1 = 3, an+1 =
3an − 4

9an + 15
(n ∈ N∗)，求数列 {an} 的通项.

28. 设数列 {an} 满足 a1 = 1，an+1 =
a2n + 3

2an
，n ≥ 1.

(1) 求证: 当 n ≥ 2 时，数列 {an} 是严格单调递减数列；

(2) 求证: 当 n ≥ 1 时，|an+1 −
√
3| = 2

√
3

r2
n

1− r2n
，其中 r = 2−

√
3.

29. 数列 {an}满足 a1 =
1

3
，且对于任意 n ∈ N∗, an+1 = a2n+an，则

2016∑
n=1

1

an + 1
的整数部分是 .

30. 已知数列 {an} 满足：a1 = 1，an+1 =
1

8
a2n +m(n ∈ N∗) 若对任意正整数 n ，都有 an < 4，求实

数 m 的最大值.

31. 已知两个数列 {an}、{bn} 满足 a1 = 2，b1 = 1，an+1 = 5an +3bn +7, bn+1 = 3an +5bn(n ∈ N+)．

则 {an} 的通项公式为 an = .

32. 已知数列 {an}，{bn} 满足：a1 = −1 ，b1 = 2 ，an+1 = −bn ，bn+1 = 2an − 3bn(n ∈ N∗) ，则

b2015 + b2016 = .

33. 在数列 {an} 中，a1 = 2，a2 = 10，对所有的正整数 n 都有 an+2 = an+1 − an，则 a2015= .

34. 在数列 {an} 中，a1 = 1，a2 = 3，且 an+2 = |an+1 − an|（n ∈ N∗），则 a2014 = .

35. 数列 {an} 中，a1 = 2，a2 = −19，an+2 = |an+1| − an(n ∈ N∗)，那么 a2019= .

36. 已知数列 {xn} 满足 x1 =
√
3 且 xn+1 =

xn + 1

1− xn

，则 x1001 − x401= .

37. 在数列 {an} 中，a1 = 2，an + an+1 = 1(n ∈ N∗)，设 Sn 为数列 {an} 的前 n 项和，则 S2017 −

2S2018 + S2019 的值为 .

38. 在数列 {an} 中，a4 = 1, a11 = 9，且任意连续三项的和都是 15，则 a2016 = .

39. 设数列 {an} 满足：a1 = 1,4an+1 − an+1an + 4an = 9, 则 a2018= .

40. 在数列 {an} 中，对 1 ≤ n ≤ 5，有 an = n2；且对一切正整数 n，都有 an+5 + an+1 = an+4 + an，

则 a2023 = .

41. 正项数列 {an} 满足
1

anan+1

+
1

anan+2

+
1

an+1an+2

= 1(n ∈ N∗)，a1 + a3 = 6，a1、a2、a3 单调

递增且成等比数列，Sn 为 {an} 的前 n 项和，则 [S2014] 的值是 .（其中 [x] 表示不超过实

数 x 的最大整数）

42. 数列 {an} 满足：a0 =
√
3，an+1 = [an] +

1

{an}
（其中 [an] 和 {an} 分别表示实数 an 的整数部

分与小数部分）, 则 a2019= .
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7.4
数列求和

先回顾一下我们学过的求和方法.

等差数列求和：倒序求和法，求和公式为 Sn =
(a1 + an)n

2
或 Sn =

1

2
dn2 + (a1 −

d

2
)n.

以及两个与等差数列相关的裂项相消的公式

bn =
1

anan+1

=
1

d
(
1

an
− 1

an+1

)

cn =
1

√
an +

√
an+1

=
1

d
(
√
an+1 −

√
an)

等比数列求和公式为 Sn =


a1

1− qn

1− q
, q 6= 1

na1, q = 1

.

另外，对于差比数列 (等差乘等比)，读者可以根据自己的喜好选择裂项相消和错位相减的任意

一种方式来处理.

例 7.43 (裂项). 正项数列 {an} 的前 n 项和满足：S2
n − (n2 + n− 1)Sn − (n2 + n) = 0.

(1) 求数列 {an} 的通项公式 an；

(2) 令 bn =
n+ 1

(n+ 2)2a2n
，数列 {bn} 的前 n 项和为 Tn，证明对于任意的 n ∈ N+，都有 Tn <

5

64
.

解. (1) 由 S2
n − (n2 + n− 1)Sn − (n2 + n) = 0 可得

(Sn + 1)(Sn − n2 − n) = 0

因为 {an}是正项数列，所以 Sn > 0，所以 Sn = n2+n.这是一个知 Sn 求 an 的问题，当 n ≥ 2

时 an = Sn −Sn−1 = n2 −n− [(n− 1)2 +(n− 1)] = 2n，又因为 a1 = S1 = 2 也满足，所以 an = 2n.

(2) 由 (1) 可知 an = 2n，所以 bn =
1

n(n+ 2)
=

1

2
(
1

n
− 1

n+ 2
).

所以

Tn = b1 + b2 + b3 + · · ·+ bn

=
1

2
[(1− 1

3
) + (

1

2
− 1

4
) + (

1

3
− 1

5
) + · · ·+ (

1

n
− 1

n+ 2
)]

=
1

2
(1 +

1

2
− 1

n+ 1
− 1

n+ 2
) <

1

2
· 3
2
=

3

4
.

♥

例 7.44 (另一类裂项公式). 数列 {an} 满足 a1 = 2，an+1 = a2n + 2an，n ∈ N∗.

(1) 证明数列 {lg(an + 1)} 是等比数列，并求 {an} 的通项公式；

(2) 若 bn =
1

an
+

1

an + 2
，且数列 {bn} 的前 n 项和为 Sn，证明 Sn < 1.

解. (1) 实际上题目的设问是在善意地提示我们要做辅助数列 {lg(an + 1)}. 配方得 an+1 + 1 =

a2n +2an +1 = (an +1)2，取对数得 lg(an+1 +1) = 2 lg(an +1)，所以数列 {lg(an +1)} 是以 lg 3 为

首项，2 为公比的等比数列，即 lg(an + 1) = 2n−1 · lg 3，即 an = 32
n−1

− 1.
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(2)bn =
1

32n−1 − 1
+

1

32n−1 + 1
=

2 · 32n−1

32n − 1
= 2(

1

32n−1 − 1
− 1

32n−1
).

所以 Sn = 2× (
1

2
− 1

32 − 1
+

1

32 − 1
− 1

33 − 1
+ · · ·+ 1

32n−1 − 1
− 1

32n − 1
) = 2(

1

2
− 1

32n − 1
) < 1.

♥

例 7.45 (并项求和与错位相减). 数列 {an} 的通项公式为 an = n2(cos2 nπ
3

− sin2 nπ

3
)，设其前 n

项和为 Sn;

(1) 求 Sn；

(2) 记 bn =
S3n

n · 4n
，求数列 {bn} 的前 n 项和 Tn.

解. (1) 由于 cos2 nπ
3

− sin2 nπ

3
= cos 2nπ

3
，考虑使用并项求和，每三项为一组，注意到 a3k−2 +

a3k−1 + a3k = (−(3k − 2)2 + (3k − 1)2

2
+ (3k)2) =

18k − 5

2
，因此通过并项求和将问题转化为等差数

列求和.

当 n = 3k, k ∈ N∗ 时，有

S3k = (a1 + a2 + a3) + (a4 + a5 + a6) + · · ·+ (a3k−2 + a3k−1 + a3k)

=
13

2
+

31

2
+ · · ·+ 18k − 5

2
=

k(9k + 4)

2
.

当 n = 3k − 1, k ∈ N∗ 时，有

S3k−1 = S3k − a3k =
k(9k + 4)

2
− 9k2 =

k(4− 9k)

2
.

当 n = 3k − 2, k ∈ N∗ 时，有

S3k−2 = S3k−1 − a3k−1 =
k(4− 9k)

2
+

(3k − 1)2

2
=

1

2
− k.

再将 k 换回 n，可得 Sn =


−n

3
− 1

6
, n = 3k − 2,

(n+ 1)(1− 3n)

6
, n = 3k − 1,

n(3n+ 4)

6
, n = 3k.

(k ∈ N∗).

(2)bn =
S3n

n · 4n
=

9n+ 4

2 · 4n
，这是一个差比数列，可以采用错位相减法或裂项相消法来解决，这里

以错位相减法为例.

Tn =
1

2
[
13

4
+

22

42
+ · · ·+ 9n− 5

4n−1
+

9n+ 4

4n
]

4Tn =
1

2
[13 +

22

4
+ · · ·+ 9n+ 4

4n−1
]

两式相减得

3Tn =
1

2
(13− 9n+ 4

4n
+

9

4
+ · · ·+ 9

4n−1
)

=
1

2
(13− 9n+ 4

4n
+

9
4
− 9

4n

1− 1
4

)

= 8− 9n+ 16

22n+1

所以 Tn =
8

3
− 9n+ 16

3 · 22n+1
. ♥
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评注 7.45.1. 在解答并项求和有关问题时，常常根据数列的结构将相邻的几项合并，从而使本来不

易求和的结构变成方便求和的结构.

例 7.46 (并项求和). (1)数列 {an}满足 an+1+(−1)nan = 2n−1，则
60∑
k=1

ak = .

(2)数列 {an}满足 an+1 = (2| sin nπ

2
−1|)an+2n，则数列 {an}的前 100项和为 .

解. (1) 注意到 a2 − a1 = 1，a3 + a2 = 3，a4 − a3 = 5，a5 − a4 = 7，· · ·，依此类推. 由 a2 − a1 = 1

和 a3 − a2 = 3 得 a1 + a3 = 2，由 a6 − a5 = 9 和 a7 − a6 = 11 得 a5 + 17 = 2 · · ·，所以

a1 + a3 + a5 + a7 + · · ·+ a57 + a59 = 2× 15 = 30.

另一方面，a2 − a1 = 1，a4 − a3 = 5，a6 − a5 = 7，· · ·，a60 − a59 = 2× 59− 1 = 117，以上各

式累加，由等差数列的求和公式可得

a2−a1+a4−a3+a6−a5+ · · ·+a60−a59 =
30× (1 + 117)

2
= 1770 = (a2+a4+a6+ · · ·+a60)− 30

所以
60∑
k=1

ak = (a1 + a3 + a5 + · · ·+ a59) + (a2 + a4 + a6 + · · ·+ a60) = 1770 + 30 + 30 = 1830.

(2) 由题意可得 a2 = a1 + 2，a3 = −a2 + 4 = −a1 + 2，a4 = a3 + 6 = −a1 + 8，所以

a1 + a2 + a3 + a4 = 12，同理可得 a5 + a6 + a7 + a8 = 2+ 10 + 2 + 14 = 28，a9 + a10 + a11 + a12 =

2 + 18 + 2 + 22 = 44；每四项为一组并项求和，所以数列 {an} 的前 100 项是一个等差数列求和，

S = 25× 12 +
25× 16× 24

2
= 5100. ♥

例 7.47. 设 {an} 是等差数列，{bn} 是等比数列，已知 a1 = 4, b1 = 6, b2 = 2a2 − 2, b3 = 2a3 + 4.

(1) 求 {an} 和 {bn} 的通项公式；

(2) 设数列 {cn} 满足 c1 = 1，cn =

1 , 2k < n < 2k+1,

bk , n = 2k,

其中 k ∈ N∗.

1 求数列 {a2n(c2n − 1)} 的通项公式；

2 求 a1c1 + a2c2 + · · ·+ a2nc2n(n ∈ N∗).

解. (1) 设等差数列 {an} 的公差为 d，等比数列 {bn} 的公比为 q，依题意得，

6q = 6 + 2d,

6q2 = 12 + 4d,

，

解得

d = 3,

q = 2,

所以 an = 3n+ 1，bn = 3 · 2n.

(2) 1 将 {an}和 {bn}的通项公式代入，得 a2n(c2n −1) = a2n(bn−1) = (3 ·2n+1)(3 ·2n−1) =

9× 4n − 1.

所以所求的通项公式为 a2n(c2n − 1) = 9× 4n − 1.
2 在这个求和问题中，将数列中的项分为两类：

2n∑
k=1

akck =
n∑

k=1

a2kbk +
2n∑
k=1

ak −
n∑

k=1

a2k .

由等比数列的求和公式可得：
n∑

k=1

a2kbk =
n∑

k=1

(3 · 2k + 1) · 3 · 2k =
n∑

k=1

9 · 4k +
n∑

k=1

3 · 2k = 3× (4n+1 − 3) + 3 · 2n+1 − 3,
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n∑
k=1

a2k =
n∑

k=1

(3 · 2k + 1) = 3 · 2n+1 + n,

由等差数列的求和公式：

2n∑
k=1

ak =
2n∑
k=1

(3k + 1) =
2n(4 + 3 · 2n + 1)

2
= 5 · 2n−1 + 3 · 22n−1.

所以

2n∑
k=1

akck = 3 · 4n+1 + 3 · 2n+1 − 12 + 5 · 2n−1 + 3 · 22n−1 − n− 3 · 22n+1

= 27 · 22n−1 + 5 · 2n−1 − 12− n.

另解 此外，还可以利用 1 中得到的结果：

2n∑
k=1

akck =
2n∑
k=1

ak −
n∑

k=1

a2k(c2k − 1)

= (2n · 4 + 2n(2n − 1)

2
× 3) +

n∑
k=1

(9× 4k − 1)

= (3× 22n−1 + 5× 2n−1) + 9× 4(1− 4n)

1− 4
− n

= 27× 22n−1 + 5× 2n−1 − n− 12.

♥

例 7.48. 已知数列 {an} 的前 n 项和 Sn 满足 2Sn − nan = n, (n ∈ N∗) ，且 a2 = 3.

(1) 求数列 {an} 的通项公式；

(2) 设 bn =
1

an
√
an+1 + an+1

√
an
，Tn 为数列 {bn} 的前 n 项和，求使 Tn >

9

20
成立的最小正整

数 n 的值.

解. (1)由 an+1 = Sn+1−Sn可得 2an+1 = n+1+(n+1)an+1−n−nan，化简得 nan−(n−1)an+1 = 1，

所以 (n + 1)an+1 − nan+2 = 1，两式相减得 an + an+2 = 2an+1，所以数列 {an} 是等差数列. 又因

为 2S1 − a1 = a1 = 1，a2 = 3，所以 {an} 的首项为 1，公差为 2，所以 an = 2n− 1.

(2)bn =
1

(2n− 1)
√
2n− 1 + (2n+ 1)

√
2n− 1

=
1√

2n− 1 ·
√
2n+ 1 · (

√
2n− 1 +

√
2n+ 1)

根据
1√

2n− 1 +
√
2n+ 1

=
√
2n+ 1−

√
2n− 1，得

bn =
1

2
×

√
2n+ 1−

√
2n− 1√

2n+ 1 ·
√
2n− 1

=
1

2
(

1√
2n− 1

− 1√
2n+ 1

).

所以 Tn =
1

2
(
1√
1
− 1√

3
+

1√
3
− 1√

5
) + · · ·+ 1

2
(

1√
2n− 1

− 1√
2n+ 1

) =
1

2
(1− 1√

2n− 1
).

由 Tn >
9

20
得

1√
2n+ 1

<
1

10
，所以 2n+ 1 > 100，所以 n >

99

2
，因此所求最小正整数为 50.

♥

例 7.49. 在 1 和 2 之间插入 n 个正数，使得这 n+ 2 个数构成递增的等比数列，将这 n+ 2 个数

的乘积记为 An，令 an = log2 An, n ∈ N∗，求
n∑

i=1

tan a2i · tan a2i+2.
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解. 记这 n+ 2 个数构成的等比数列为 {bn}，则公比 q 满足 qn+1 = 2，所以

An = 1 · q · q2 · q3 · · · · · qn+1 = q
(n+1)(n+2)

2 = (qn+1)
n+2
2 = 2

n+2
2 ,

所以 an = log2 An =
n+ 2

2
.

考虑该求和问题的裂项形式，由两角和与差的正切公式得

tan(n+ 1) tan(n+ 2) =
tan(n+ 1)− tann

tan 1 − 1,

所以

n∑
i=1

tan a2i · tan a2i+2 =
n∑

i=1

[
tan(i+ 2)− tan(i+ 1)

tan 1 − 1] =
tan(n+ 2)− tan 2

tan 1 − n.

♥

习题 7.4

1. 已知数列 {an} 首项为 2，且满足 6Sn = 3an+1 + 4n − 1. 则 Sn 的最大值为 .

2. 小王在 word 文档中设计好一张 A4 规格的表格，根据要求，这种规格的表格需要设计 1000 张，

小王欲使用“复制——粘贴”（用鼠标选中表格，右键点击“复制”，然后在本 word 文档中“粘

贴”）的办法满足要求. 请问：小王需要使用“复制——粘贴”的次数至少为 .

3. 集合 M = {1, 2, · · · , 2018} 中，末尾数字是 8 的元素之和是 .

4. 已知集合 A = {k + 1, k + 2, · · · , k + n}，k、n 为正整数，若集合 A 中的所有元素之和为 2019，

则当 n 取最大值时，集合 A= .

5. 将全体正奇数按自小到大的顺序排列，然后取第一数为 a1，取后续两数和为 a2，再取后续三数

和为 a3，如此继续，得到数列 {an} ，即：a1 = 1, a2 = 3+ 5, a3 = 7+ 9 = 11, · · · , ，则 {an} 的

前 20 项之和 a1 + a2 + · · ·+ a20= .

6. 将正整数 1, 2, · · · , n, · · · 按第 k 组含 k+1个数分组：(1, 2), (3, 4, 5), (6, 7, 8, 9), · · · ,那么 2016在

第 组.

7. 将全体正整数按自小到大的顺序排列，然后这样分段，使得第一段有 1 个数，第二段有 3 个数，

· · ·，第 n 段有 2n− 1 个数，那么，第 20 段中的第 18 个数是 .

8. 将正整数数列 1，2，3，· · · 按如下方式自左至右分段，使得第一段有 1× 2 个数，第二段有 2× 3

个数，· · · ，第 n 段有 n× (n+ 1) 个数，· · ·．则 2014 位于第 段．

9. 将所有正整数自小到大一个接一个地顺次写成一排，则从左至右的第 2016 个数字是 .

10. 将正偶数集合 {2, 4, 6, · · · } 从小到大按第 n 组有 3n− 2 个数进行分组：{2}，{4, 6, 8, 10}，

{12, 14, 16, 18, 20, 22, 24}，· · ·，则 2018 位于第 组.
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11. 将全体真分数排成这样的一个数列 {an}：
1

2
,
1

3
,
2

3
,
1

4
,
2

4
,
3

4
, · · ·，排序方法是：自左至右，先将分母

按自小到大排列，对于分母相同的分数，再按分子自小到大排列，则其第 2017 项 a2017 = .

12. 已知数列：
2

3
,
2

9
,
4

9
,
6

9
,
8

9
,
2

27
,
4

27
, · · · , 26

27
, · · · , 2

3n
,
4

3n
, · · · , 3

n − 1

3n
· · ·，那么 2020

2187
是该数列的第 项.

13. 把 1, 2, . . . , n2 按照顺时针螺旋方式排成 n 行 n 列的表格 Tn，第一行是 1, 2, . . . , n. 例如:T3=
1 2 3

8 9 4

7 6 5

 . 设 2018 在 T100 的第 i 行 j 列，则 (i, j)= .

14. 设 f(n) 为最接近 4
√
n 的整数，则

2018∑
k=1

1

f(k)
= .

15. 设 an = 2n, n ∈ N+，数列 {bn} 满足 b1an + b2an−1 + · · ·+ bna1 = 2n − n

2
− 1，求数列 {an · bn}

的前 n 项和.

16. 在数列 {an} 中，an = a · 2n + b · n− 80(a, b ∈ N+)．已知数列的前 n 项和 Sn 的最小值当且仅当

n = 6 时取得，且 a36 能被 7 整除．求 |a1|+ |a2|+ · · ·+ |a12| 的值.

17. 已知函数 f(x) = x2 cos πx
2
，数列 {an} 中，an = f(n) + f(n + 1)(n ∈ N∗)，则数列 {an} 的前

100 项之和 S100 = .

18. 化简
1

1
√
2 + 2

√
1
+

1

2
√
3 + 3

√
2
+

1

3
√
4 + 4

√
3
+ · · ·+ 1

2016
√
2017 + 2017

√
2016

= .

19. 若数列 {an} 的前 n 项和 Sn = n3 − n2，n ∈ N∗，则
2015∑
i=1

1

ai + 8i− 2
= .

20. 对正整数 n，定义 n! = n(n− 1)(n− 2) · · · · · 2 · 1，记 Sn = n![
1

2!
+

2

3!
+ · · · + n

(n+ 1)!
− 1]. 则

S2017 = .

21. 已知数列 {an} 的通项 an =
nx

(x+ 1)(2x+ 1) · · · (nx+ 1)
，n ∈ N∗，若 a1 + a2 + · · ·+ a2015 < 1 ，

则实数 x 的取值范围是 .

22. 已知数列 {an}满足：an =

√
1 +

1

n2
+

1

(n+ 1)2
(n ≥ 1)，且其前 n项和为 Sn．则 [Sn]= ．（[Sn]

表示不超过实数 Sn 的最大整数）

23. 已知集合 Ak = {2k−1 + ak−22
ak−2+k−2 + ak−32

ak−3+k−3 + · · · + a12
a1+1 + a02

a0 |ai ∈ {0, 1}, i =

0, 1, 2, · · · , k − 2}，用 nk 表示集合 Ak 中所有元素的和，则
2015∑
k=1

nk= .

24. 设 ak =
2k

32k + 1
(k ∈ N)，令 A = a0 + a1 + · · ·+ a9，B = a0a1 · · · a9．则

A

B
= .

25. 已知数列 {an} 满足: an =
2n

22n + 1
(n ∈ N∗), 记 An =

n∑
i=1

ai, Bn =
n∏

i=1

ai. 求证: 3An + Bn ·

2
(1+n)(2−n)

2 为定值.

26. 已知数列 {an} 满足 a1 = 1，an+1 = 3an + 1.
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(1) 证明 {an +
1

2
} 为等比数列，并求 {an} 的通项公式；

(2) 证明
1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

an
<

3

2
.

27. 已知数列 {an}是等比数列，公比大于 0，其前 n项和 Sn(n ∈ N∗)，{bn}是等差数列，已知 a1 = 1，

a3 = a2 + 2，a4 = b3 + b5，a5 = b4 + 2b6.

(1) 求 {an} 和 {bn} 的通项公式；

(2) 设数列 {Sn} 的前 n 项和为 Tn，(n ∈ N∗)，

1 求 Tn;

2 求
n∑

k=1

(Tk + bk+2)bk
(k + 1)(k + 2)

(n ∈ N∗).

28. 设 {an} 是等差数列，{bn} 是等比数列，已知 a1 = b1 = 1, a5 = 5(a4 − a3), b5 = 4(b4 − b3).

(1) 求 {an} 和 {bn} 的通项公式；

(2) 设 {an} 的前 n 项和为 Sn，求证 SnSn+2 < S2
n+1(n ∈ N∗)；

(3) 对任意的正整数 n，设 cn =


(3an − 2)bn
anan+2

, n为奇数,

an−1

bn+1

, n为偶数,

，求数列 {cn} 的前 2n 项和.

29. 已知数列 {an}满足：a1、a2+1、a3 成等差数列，且对任意的正整数 n，均有 Sn =
1

2
an+1−2n+

3

2
成立，其中 Sn 是数列 {an} 的前 n 项和.

(1) 求 a1、a2、a3 的值；

(2) 求数列 {an} 的通项公式.

30. 在数列的每相邻两项之间插入此两项的和，形成新的数列，这样的操作叫做该数列的一次“Z 扩

展”．已知数列 1, 2, 3 第 1 次“Z 扩展”后得到数列 1, 3, 2, 5, 3；第 2 次“Z 扩展”后得到数

列 1, 4, 3, 5, 2, 7, 5, 8, 3；· · ·．设第 n 次“Z 扩展”后所得数列为 1, x1, x2, · · · , xm, 3，并记 an =

1 + x1 + x2 + · · ·+ xm + 3．

(1) 求 a1, a2, a3 的值；

(2) 若 bn = an − 2，证明数列 {bn} 是等比数列，并求数列 {an} 的通项公式．

31. 已知 {an} 是公差为 d(d 6= 0) 的等差数列，且 a1 + t2 = a2 + t3 = a3 + t ，

(1) 求实数 t, d 的值；

(2) 若正整数满足 m < p < r,am − 2tm = ap − 2tp = ar − 2tr = 0，求数组 (m, p, r) 和相应的通

项公式 {an}.

32. 设数列 {an} 的前 n 项和为 Sn，a1 6= 0，2Sn+1 − 3Sn = 2a1，n ∈ N∗.

(1) 证明：数列 {an} 为等比数列；
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(2) 若 a1、ap(p ≥ 3) 两项均为正整数，且存在正整数 m，使 a1 ≥ mp−1，ap ≤ (m+ 1)p−1，求

an．�

33. 已知数列 {an} 的奇数项是首项为 1 的等差数列，偶数项是首项为 2 的等比数列. 数列 {an} 前 n

项和为 Sn，且满足 S5 = 2a4 + a5, a9 = a3 + a4.

(1) 求数列 {an} 的通项公式.

(2) 若 amam+1 = am+2，求正整数 m 的值;

(3) 是否存在正整数 m，使得
S2m

S2m−1

恰好为数列 {an} 中的一项？若存在，求出所有满足条件

的 m 值，若不存在, 说明理由.

34. 已知等差数列 {an} 满足 a3 = 7，a5 + a7 = 26，{an} 的前 n 项和为 Sn.

(1) 求 {an} 及 Sn ；

(2) 令 bn =
1

a2n − 1
(n ∈ N+)，求数列 {bn} 的前 n 项和为 Tn．

35. 设 Sn 为数列 {an} 的前项和，且 a1 + a2 = 4,
2Sn+1 + 1

2Sn + 1
=

a2
a1

= c(c > 0, n ∈ N∗).

(1) 求数列 {an} 的通项公式；

(2) 令 bn = an log3 an，求数列 {bn} 的前 n 项和 Tn.

36. 记数列 {an} 的前 n 项和为 Sn(n ∈ N∗)，其中 an =

n · 2n−1, n 为偶数

(n+ λ) · 2n−1, n 为奇数
，

(1) 求 Sn；

(2) 若 λ ∈ (−2017,−2016)，求 Sn 取得最小值时对应的 n 的值．

37. 数列 {an} 满足 a1 = 2，an+1 =
2n+1an

(n+ 1
2
)an + 2n

(n ∈ N∗).

(1) 设 bn =
2n

an
，求数列 {bn} 的通项公式；

(2) 设 cn =
1

n(n+ 1)an+1

，数列 {cn} 的前 n 项和为 Sn，求 Sn.

38. 若数列 {an} 中的相邻两项 an, an+1 是关于 x 的方程 x2 − nx+ cn = 0(n = 1, 2, 3, · · · ) 的两个实

根，且 a1 = 1.

(1) 求数列 {an} 的通项公式；

(2) 设 bn = c2n−1，求数列 {bn} 的通项公式及 {bn} 的前 n 项的和 Tn。（必要时，可以利用：

12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
）

39. 已知在数列 {an} 中，a1 = 1 ，当 n ≥ 2 时，其前 n 项和 Sn 满足 S2
n = an · (Sn − 1

2
).

(1) 求 Sn 的表达式；

(2) 设 bn =
Sn

2n+ 1
，数列 {bn} 的前 n 项和为 Tn，证明 Tn <

1

2
.
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40. 已知数列 {an} 的各项均为正数，其前 n 项和为 Sn，且对任意 n ∈ N∗，均有 S2
n − (n2 + n −

1)Sn − (n2 + n) = 0．

(1) 求数列 {an} 的通项公式；

(2) 设 bn =
2

(n+ 2)an
(n ∈ N∗)，数列 {bn} 的前 n 项和为 Tn．证明：Tn <

3

4
(n ∈ N∗)．

41. 已知数列 {an} 满足条件：a1 = 1, an+1 = 2an + 1, n ∈ N∗.

(1) 求数列 {an} 的通项公式;

(2) 令 cn =
2n

an · an+1

, Tn =
n∑

k=1

ck，证明：Tn < 1.

42. 设等比数列 {an} 的前 n 项和为 Sn，且 an+1 = 2Sn + 1, (n ∈ N∗)，

(1) 求数列 {an} 的通项公式;

(2) 在 an 与 an+1 之间插入 n 个实数，使这 n + 2 个数依次成公差为 dn 的等差数列，设数列

{ 1

dn
} 的前 n 项和为 Tn，求证：Tn <

15

8
.

43. 对任意正整数 m,n，定义函数 f(m,n) 如下：

(1)f(1, 1) = 1,

(2)f(m+ 1, n) = f(m,n) + 2(m+ n),

(3)f(m,n+ 1) = f(m,n) + 2(m+ n− 1).

(1) 求 f(m,n) 的解析式；

(2) 设 an =

√
f(n, n)

2n−1
(n ∈ N+),Sn 是数列 {an} 的前 n 项和，证明：Sn < 6.

44. 已知数列 {an} 中，a1 = 2，对于任意的 p, q ∈ N∗，有 ap+q = ap + aq．

(1) 求数列 {an} 的通项公式；

(2) 数列 {bn} 满足 an =
b1

2 + 1
− b2

22 + 1
+

b3
23 + 1

− b4
24 + 1

+ · · ·+ (−1)n−1 bn
2n + 1

(n ∈ N∗)，求

数列 {bn} 的通项公式；

(3) 设 Cn = 3n + λbn(n ∈ N∗)，是否存在实数 λ，当 n ∈ N∗ 时，Cn+1 > Cn 恒成立，若存在，

求实数 λ 的取值范围；若不存在，请说明理由．

45. 已知数列 {an} 的前 n 项和 Sn = 2an − 2(n ∈ N∗).

(1) 求数列 {an} 的通项公式；

(2) 设 bn =
1

an
− 1

n(n+ 1)
，Tn 是数列 {bn} 的前 n 项和，求正整数 k，使得对任何 n ∈ N∗ 均

有 Tk ≥ Tn；

(3) 设 cn =
an+1

(1 + an)(1 + an+1)
，Rn 是数列 {cn} 的前 n 项和，若对任何 n ∈ N∗ 均有 Rn < λ

成立，求 λ 的最小值.
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7.5
数学归纳法与数列不等式的证明

事实上我们曾用归纳的方法得到等差数列 {an} 的通项公式 an = a1 + (n− 1)d，这种方法实际

上就是数学归纳法的思想. 数学归纳法是证明关于正整数 n 的命题 P (n) 成立时经常用到的方法.

学习数学和一些其他学科的主要思维过程是由推理和证明组成的.

推理可分为合情推理和演绎推理. 合情推理又有归纳推理和类比推理两种.

归纳推理是以某类事物的部分对象具有某些特征，推出该类事物的全部对象具有这些特征的推

理，简言之，它是从个别的、特殊的知识到整体的、一般的结论的推理.

例如，H2SO4，H3PO4 和 HNO3 都是无机酸，它们都含有氧元素，所以，所有的无机酸可能都

含有氧元素. 这就是一个典型的归纳推理过程.

类比推理是由两类对象具有某些类似的特征，且其中一类对象具有某些已知特征，推出另一类

对象也具有这些特征的推理，简言之，它是由特殊到特殊的推理.

例如，鲁班注意到茅草的叶子边缘长着许多锋利的小齿，而这些锯齿轻易地在他的手背上割开

了一道口子，所以，带有锋利的小锯齿的铁片可能很锋利，能把树锯倒.

需要指出，不论是归纳推理还是类比推理，合情推理的结果未必正确，例如 “酸中有氧” 就是一

个错误的结论. 因此，合情推理是一种 “大胆猜想” 的思维过程，尽管它的结论是或然的，但是人类

历史上很多意义重大的认识，几乎都有合情推理的功劳.也正是因为合情推理具有这样的特点，我们

还需要另一种 “小心求证” 的思维方式，这就是演绎推理.

演绎推理是由一般原理、一般原则推出特殊对象具有某些特征的推理方法，就是我们常说的证

明. 演绎推理最显著的特点就是它的推论前提与结论之间的联系是必然的，是一种确实性推理.

在数学中，常用的证明方法有综合法（由因导果）、分析法（执果索因）、反证法和数学归纳法.

一般来说，用综合法书写的解题过程表述更加简单、明了、顺畅，而分析法是逆向思维，经常用来

探寻解题思路.由于分析法的过程往往很冗长，说起来也比较�嗦，因此在书籍和刊物中的多数证明

都是用综合法书写的.由于它往往不是实际的思维过程，而更像是事后的总结，因此容易使读者即使

看明白了证明过程，也仍然不知道 “这是怎么想出来的”.

我们在这一节将着重介绍数学归纳法，并以数学归纳法作为基础，选讲几个有关数列不等式证

明的问题.

数学归纳法是皮亚诺 (G.Peano,1858-1932) 公理的直接推论，皮亚诺公理叙述如下：

公理 1 (归纳公理). 设 S 是正整数集 N∗ 的一个子集，且满足条件：

(1)1 ∈ S；

(2) 若 n ∈ S，则 n+ 1 ∈ S.

那么，S = N∗.

数学归纳法的形式如下：

定理 7.5.1 (第一数学归纳法). 设 P (n) 是有关正整数 n 的一个命题（或性质）. 如果：

(1) 当 n = 1 时，P (n) 成立；
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(2) 由 P (n) 成立可以推出 P (n+ 1) 成立.

那么，对于任意 n ∈ N∗，P (n) 都成立.

证明. 记 S = {n|n ∈ N∗,且 P (n) 成立}，显然 S 是 N∗ 的子集，则由 (1) 知 1 ∈ S；由 (2) 知 n ∈ S

则 n+ 1 ∈ S，这样由皮亚诺归纳公理可知 S = N∗，也就是说对任意的 n ∈ N∗，P (n) 都成立.

在多米诺骨牌这个游戏中，对于任意相邻的两块骨牌，若前一块骨牌倒下，则会导致后一块骨

牌倒下. 这样，只要推倒第 1 块骨牌，不论有多少块骨牌，都能全部倒下. 可以看出，使所有骨牌都

能倒下的条件有两个，两者缺一不可：

(1) 第一块骨牌倒下；

(2) 任意两块相邻骨牌，前一块倒下一定导致后一块倒下.

这个游戏的两个胜利条件用数学语言加以描述，恰好就是数学归纳法的内容.

图 7.5: 多米诺骨牌

对读者而言，接受数学归纳法的含义和正确性并不是难事，但是想要用好数学归纳法却并不容

易，将数学归纳法的步骤总结如下：

(1)(归纳奠基) 证明 P (1) 成立；

(2)(归纳递推) 当 k ≥ 1 时，以 P (k) 为条件 (称为归纳假设)，推出 P (k + 1) 也成立. 实际上，

这一步证明的是一种递推关系，即证明新命题：

若 P (k) 为真，则 P (k + 1) 也为真.

只要完成这两个步骤，根据数学归纳法就可以断定命题 P (n) 对于所有的正整数 n 都成立.

凡是与正整数 n 有关的命题，包括与 n 有关的恒等式或者不等式，都有机会用数学归纳法给出

证明. 但是与正整数有关的命题也有很多不能用数学归纳法给出证明的，这就是说数学归纳法并不

是万能的.

例 7.50. 用数学归纳法证明：如果 {an} 是一个公差为 d 的等差数列，那么

an = a1 + (n− 1)d

对任意的 n ∈ N∗ 都成立.

解. 等差数列的通项公式是一个涉及全体正整数的命题，所以用数学归纳法的第一步 (归纳奠基)

是证明 n = 1 时命题成立，第二步 (归纳递推) 是假设 n = k 时等式成立，并以此为条件推出当

n = k + 1 时等式也成立. 证明过程如下：
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(1) 当 n = 1 时，等式显然成立.

(2) 假设当 n = k ∈ N∗ 时等式也成立，即

ak = a1 + (k − 1)d

根据等差数列的定义可知 ak+1 = ak + d，于是

ak+1 = a1 + (k − 1)d+ d = a1 + [(k + 1)− 1]d

即当 n = k + 1 时等式也成立.

由 (1)(2) 及数学归纳法可知，等式对于任意的 n ∈ N∗ 都成立. ♥

评注 7.50.1. 数学归纳法的要点在于，在证明归纳递推步骤时必须要合理、灵活地使用归纳假设，并

把证明的目标铭记在心，形成一个正确的逻辑思维结构.

例 7.51. 证明：
n∑

k=1

k2 =
1

6
n(n+ 1)(2n+ 1)(n ∈ N∗)

证明. (1) 当 n = 1 时，等式显然成立.

(2) 当 n = m(k ∈ N∗) 时，等式成立，即
m∑

k=1

k2 =
1

6
m(m+ 1)(2m+ 1).

要证明
m+1∑
k=1

k2 =
1

6
(m+ 1)(m+ 2)(2m+ 3), 考虑在上面两式同时加上 (k + 1)2，有

m+1∑
k=1

k2 =
1

6
m(m+ 1)(2m+ 1) + (m+ 1)2

=
m(m+ 1)(2m+ 1) + 6(m+ 1)2

6

=
(m+ 1)(2m2 +m+ 6m+ 6)

6

=
(m+ 1)(2m2 + 7m+ 6)

6

=
(m+ 1)(m+ 2)(2m+ 3)

6

即当 n = k + 1 时，等式也成立.

由 (1)(2) 及数学归纳法可知等式对于任意的 n ∈ N∗ 都成立.

评注 7.51.1. 这个恒等式很难直接用其他方法证明，从这个例子中读者可以看出数学归纳法作为一

种重要证明方法的强大之处.

例 7.52 (“先猜后证” 与数学归纳法). 数列 {an} 满足
n∑

k=1

kak = 4− n+ 2

2n−1
, n ∈ N∗.

(1){an} 的前 n 项和 Tn；

(2) 令 b1 = a1，bn =
Tn−1

n
+ (1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
)an(n ≥ 2)，证明：数列 {bn} 前 n 项和 Sn 满足

Sn < 2 + 2 lnn.

（提示：运用不等式 ln(1 + x) >
x

1 + x
(x > 0).）
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(1) 解. 当 n ≥ 2 时，由
n∑

k=1

kak = 4− n+ 2

2n−1
可知

n−1∑
k=1

kak = 4− n+ 1

2n−2
，

两式相减得 nan = (4− n+ 2

2n−1
)− (4− n+ 1

2n−2
) =

n

2n−1
，

所以 an =
1

2n−1
(n ≥ 2).

又因为 a1 = 1 也成立，所以 an =
1

2n−1
(n ∈ N∗)，由等比数列求和公式

Tn =
1− 1

2n

1− 1
2

= 2− 1

2n−1

♥

(2)

证明. 首先我们需要得到 Sn 的表达式，但是数列 bn 不易直接求和，注意到：

b1 = a1 = 1，S1 = b1 = T1.

b2 =
T1

2
+ T1 + (1 +

1

2
)a2, S2 = S1 + b2 = T1 +

T1

2
+ (1 +

1

2
)a2 = (1 +

1

2
)(T1 + a2) = (1 +

1

2
)T2.

S3 = S2 + b3 = (1 +
1

2
)T2 +

T2

3
+ (1 +

1

2
+

1

3
)a3 = (1 +

1

2
+

1

3
)(T2 + a3) = (1 +

1

2
+

1

3
)T3.

由此，猜想 Sn = (1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
)Tn. 下面用数学归纳法证明

(I) 当 n = 1, 2 时，已证等式成立.

(II) 假设当 n = k 时等式成立，即 Sk = (1 +
1

2
+ · · ·+ 1

k
)Tk. 从而

Sk+1 = Sk + bk+1 = (1 +
1

2
+ · · ·+ 1

k
)Tk +

Tk

k + 1
+ (1 +

1

2
+ · · ·+ 1

k + 1
)ak+1

= (1 +
1

2
+ · · ·+ 1

k + 1
)(Tk + ak+1) = (1 +

1

2
+ · · ·+ 1

k + 1
)Tk+1.

由 (I)(II) 及数学归纳法可得，Sn = (1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
)Tn.

下面是一个有关数列求和的数列不等式的证明问题，根据不等式 ln 1 + 1

n
>

1

n+ 1
(n > 0) 进行

放缩：

Sn = (1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
)Tn

< (1 + ln 2 + ln
(
1 +

1

2

)
+ · · ·+ ln

(
1 +

1

n− 1

)
)Tn

= (1 + ln 2 + ln 3− ln 2 + · · ·+ lnn− ln(n− 1))(2− 1

2n−1
)

= (1 + lnn)(2− 1

2n−1
)

< 2(1 + lnn).

证毕.

评注 7.52.1. 本题的难点有两个，第一个是得到 Sn 表达式的过程，实际上 bn 的结构中既含有 Tn

又含有 an，猜想 bn 求和的结果 Sn 与 Tn 相关也是合理的，先猜后证就这么回事，需要一点灵感和

运气.

第二个难点是利用不等式进行放缩以及数列求和，在有关数列求和的不等式证明问题中，我们

经常根据对数列的每一项进行放缩，并使放缩后的新结构方便进行求和.
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下面再来分析几个典型的数列不等式证明问题，这类问题并没有定法，也正因如此，数列不等

式可谓是数列问题中思维含量最大、最富挑战性的一类.

例 7.53. 设各项均为正数的数列 {an}的前 n项和为 Sn，且 Sn 满足 S2
n−(n2+n+3)Sn−3(n2+n) =

0，n ∈ N+.

(1) 求 a1 的值；

(2) 求数列 {an} 的通项公式；

(3) 证明：对一切正整数 n，有
1

a1(a1 + 1)
+

1

a2(a2 + 1)
+ · · ·+ 1

an(an + 1)
<

1

3
.

(1) 解. 由 S2
n − (n2 + n − 3)Sn − 3(n2 + n) = 0 可知 (Sn + 3)(S − n2 − n) = 0，又因为 {an}

是正项数列，所以 Sn = n2 + n，a1 = S1 = 2. ♥

(2) 解. 知 Sn 求 an. 当 n ≥ 2 时 an = Sn − Sn−1 = n2 + n− (n− 1)2 − (n− 1) = 2n，当 n = 1

时 a1 = 2× 1 = 2，所以 an = 2n. ♥

(3)

证明. 不能直接求和，放大为可以裂项相消的结构，注意要留着第一项不动，否则就放 “过” 了 (思

考：为什么？)

1

a1(a1 + 1)
+

1

a2(a2 + 1)
+ · · ·+ 1

an(an + 1)
=

1

2× 3
+

1

4× 5
+

1

6× 7
+ · · ·+ 1

2n(2n+ 1)

=
1

2× 3
+

1

3× 5
+

1

5× 7
+ · · ·+ 1

(2n− 1)(2n+ 1)

=
1

2× 3
+

1

2
(
1

3
− 1

5
+

1

5
− 1

7
+ · · ·+ 1

2n− 1
− 1

2n+ 1
)

=
1

6
+

1

2
(
1

3
− 1

2n+ 1
)

=
1

3
− 1

2(2n+ 1)
<

1

3
.

证毕.

评注 7.53.1. 碰到不能直接求和，又要求证明不等式的结构，一种思路是将每一项按需求进行放缩，

使之变成可以直接求和的结构（通常是等比数列和可以裂项相消的结构），进而证明不等式.

例 7.54. 设等差数列 {an} 的前 n 项和为 Sn，a3 = 4，a4 = S3，数列 {bn} 满足：对每个 n ∈ N∗，

Sn + bn, Sn+1 + bn, Sn+2 + bn 成等比数列.

(1) 求 {an} 和 {bn} 的通项公式；

(2) 记 cn =

√
an
2bn

, n ∈ N∗，证明 c1 + c2 + · · ·+ cn < 2
√
n, n ∈ N∗.

(1) 解. 设数列的公差为 d，由题意得 a1 + 2d = 4，a1 + 3d = 3a1 + 3d，解得 a1 = 0，d = 2.

从而 an = 2n− 2, n ∈ N∗

由 Sn = n2 − n, n ∈ N∗，由 Sn + bn, Sn+1 + bn, Sn+2 + bn 成等比数列可得 (Sn+1 + bn)
2 =

(Sn + bn)(Sn+2 + bn)，

解得 bn =
1

d
(S2

n+1 − SnSn+2).

所以 bn = n2 + n. ♥

(2)
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证明. cn =

√
2n− 2

2n(n+ 1)
=

√
n− 1

n(n+ 1)
.

考虑放大为熟悉的裂项公式：

cn <

√
n− 1

(n− 1)(n+ 1)
<

√
1

n+ 1

<
1√
n
<

2
√
n+

√
n− 1

= 2(
√
n−

√
n− 1)

所以 c1 + c2 + · · ·+ cn < 0 + 2
n∑

k=2

(
√
k −

√
k − 1) = 2

√
n.

另证 也可以用高考标答 (2019 浙江理 20) 给出的数学归纳法来证明：

(i) 当 n = 1 时，c1 = 0 < 2，不等式显然成立；

(ii) 假设 n = k(k ∈ N∗) 时不等式成立，即

c1 + c2 + · · ·+ ck < 2
√
k

那么当 n = k + 1 时

c1 + c2 + · · ·+ ck + ck+1 < 2
√
k +

√
k

(k + 1)(k + 2)
< 2

√
k +

√
1

k + 1

< 2
√
k +

2
√
k + 1 +

√
k
= 2

√
k + 2

√
k + 1− 2

√
k = 2

√
k + 1.

由 (i)(ii) 及数学归纳法可知，不等式对任意的 n ∈ N∗ 都成立.

例 7.55. 等比数列 {an} 的前 n 项和为 Sn，已知对任意 n ∈ N∗，点 (n, Sn) 均在曲线 y = bx+r(b >

0且b 6= 1, b, r均为常数).

(1) 求 {an} 的通项公式；

(2) 当 b = 2 时，记 bn = 2(log2 an + 1)(n ∈ N∗). 证明：对任意的 n ∈ N∗，不等式
b1 + 1

b1
· b2 + 1

b2
·

· · · · bn + 1

bn
>

√
n+ 1 成立.

(1) 解. an = (b− 1)bn−1，过程留给读者. ♥

(2) 本题的实质是证明
(2n+ 1)!!

(2n)!!
>

√
n+ 1 成立，对于这类问题可以从多个角度认识.

证 1(数列单调性) 记 An =
3
2
· 5
4
· 7
6
· · · · · 2n+1

2n√
n+ 1

.

那么
An+1

An

=
2n+ 3

2n+ 2
·
√
n+ 1√
n+ 2

=
2n+ 3

2
√
n+ 1 ·

√
n+ 2

>
2n+ 3

n+ 1 + n+ 2
= 1.

因为 {An} 是正项数列，所以 {An} 递增，所以 An > 1.

证 2(累乘法) 要证明原不等式成立，即证明
n∏

k=1

2k + 1

2k
>

√
n+ 1.

因为 2k + 1 >
√
4k2 + 4k > 2

√
k ·

√
k + 1，所以

2k + 1

2k
=

√
k + 1√
k

.

所以
n∏

k=1

2k + 1

2k
>

n∏
k=1

√
n+ 1√
n

=
√
n+ 1，证毕.
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这种思路类似于证明与数列求和有关的不等式时先放缩再求和，而这里是先放缩再求积.

证 3(数学归纳法)
1 当 n = 1 时，

3

2
>

√
2，所以不等式成立.

2 假设当 n = k(k ∈ N∗) 时不等式成立，即
3

2
· 5
4
· 7
6
· · · · · 2k + 1

2k
>

√
k + 1 成立.

则

3

2
· 5
4
· · · · · 2k + 1

2k
· 2k + 3

2k + 2
>

√
k + 1 · 2k + 3

2k + 2

>

√
(2k + 3)2

4(k + 1)
=

√
4(k + 1)2 + 4(k + 1) + 1

4(k + 1)

=

√
k + 1 + 1 +

1

4(k + 1)
>

√
k + 1 + 1.

所以 n = k + 1 时不等式也成立. 由 1 2 及数学归纳法可知不等式成立.

例 7.56. 已知 an+1 = a2n − an + 1，a1 = 2. 证明 1− 1

20212021
<

2021∑
i=1

1

ai
< 1.

解. 这是一个非线性递推，考虑计算不动点. 令 λ = λ2 − λ+ 1，解得 λ = 1. 等式两边同时减 1 得

an+1 − 1 = an(an − 1)，取倒数可得
1

an
=

1

an − 1
− 1

an+1 − 1
，这是一个典型的可以裂项相消的

结构.
2021∑
i=1

1
ai

= 1
a1−1

− 1
a2−1

+ 1
a2−1

− 1
a3−1

+ · · ·+ 1
an−1

− 1
an+1−1

= 1
a1−1

− 1
an+1−1

< 1
a1−1

= 1.

接下来考虑如何证明不等式的左半部分，只需证明 1 − 1

an+1 − 1
> 1 − 1

20202020
，只需证明

1

20212021
>

1

an+1 − 1
，只需证明 20212021 < an+1 − 1，也即 a2021 − 1 > 20212021.

由递推式，an =
an+1 − 1

an − 1
，从而

a1a2 · · · a2021 =
a2021−1

a1 − 1
= a2021 − 1.

由均值不等式可知 a2021 − 1 = 2021
√
a1a2 · · · a2021 >

2021
1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
a2021

.

注意到
2021∑
i=1

1

ai
< 1，由此立刻得 a2021 − 1 > 20212021，证毕. ♥

评注 7.56.1. 这是一个非常精彩的问题，发现裂项公式、发现累乘法的结构、均值不等式的应用三

者环环相扣，这启发我们不能囿于只从一个角度理解数列的递推式，而应该根据解题的需要从多个

角度发掘递推式包含的信息，对条件进行转化.

例 7.57. 已知数列 {an} 中，a1 = 1，且 an+1 = 2an + 1．

(1) 求数列 {an} 的通项公式；

(2) 设数列 {
√
n(an + 1)} 的前 n 项和为 Sn，求证：S2

n ≤ 2n(n+ 1)(4n − 1)

3
．

解. (1) 这是一阶线性递推数列，其通项公式为 an = 2n − 1，过程留给读者自己完成.

(2) 记 bn =
√
n · 2n，这个数列很难直接求和，又该如何建立 bn 与和的平方 S2

n 之间的联系呢？结
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合 bn 的结构，联想到柯西不等式. 由柯西不等式：

S2
n = (

√
1 · 21 +

√
2 · 22 + · · ·+

√
n · 2n)2

≤ ((
√
1)2 + (

√
2)2 + · · ·+ (

√
n)2)(4 + 42 + · · ·+ 4n)

=
n(n+ 1)

2
· 4× 4n − 1

4− 1

=
2n(n+ 1)(4n − 1)

3
.

♥

习题 7.51

1. 已知数列 {an} 满足 a1 = 2 ，an+1 = −(Sn − 1)2

Sn

（n ∈ N∗ ），其中 Sn 为 {an} 的前 n 项和.

(1) 求证：{ 1

Sn − 1
} 为等差数列；

(2) 若对任意的 n，均有 (S1 + 1)(S2 + 1) · · · (Sn + 1) ≥ kn，试求 k 的最大值.

2. 设等比数列 {an}的前 n项和为 Sn ，且 Sn = 2n+r（r 为常数），记 bn = 2(1+ log2 an)(n ∈ N∗)．

(1) 求数列 {anbn} 的前 n 项和 Tn；

(2) 若对于任意的正整数 n，都有
1 + b1
b1

· 1 + b2
b2

· · · · · 1 + bn
bn

≥ k
√
n+ 1 成立，求实数 k 的最

大值．

3. 前 n 项和为 Sn 的正项数列 {an}，满足 a2n + 2an = 4Sn + 3(n ∈ N∗).

(1) 求数列 {an} 的通项公式;

(2) 求证：(1 +
1

a1
)(1 +

1

a2
)(1 +

1

a3
) · · · (1 + 1

an−1

) >

√
an
2

.

4. 设数列 {an} 满足：a1 = 1, an > 0, an =
na2n+1

nan+1 + 1
, n ∈ N∗. 求证：

(1) 数列 {an} 是递增数列；

(2) 对如图任意正整数 n，an < 1 +
n∑

k=1

1

k
.

5. 已知数列 {an} 满足 a1 = 1,an+1 = 2an + 1(n ∈ N∗).

(1) 求数列 {an} 的通项公式;

(2) 证明 a1
a2

+
a2
a3

+ · · ·+ an
an+1

<
n

2
.

6. 已知数列 {an} 中 a1 = 1，关于 x 的方程 x2 − an+1 cosx+ (2an + 1) = 0 有唯一解.

(1) 求数列 {an} 的通项公式；

(2) 设 bn = [1 +
1

log2(an + 1)
]n，求证：bn < 3；

1请量力而行！
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(3) 设 cn = n2an，求数列 {cn} 的前 n 项和为 Sn.

7. 设 a1 = 2 ,an+1 = a2n − an + 1 . 证明：1− 1

20182018
<

2018∑
n=1

1

an
< 1 .

8. 已知数列 {an} 满足 a0 =
1

k
, an = an−1 +

1

n2
a2n−1，其中 k 为正整数. 如果对于所有的 n ∈ N+，

都有 an < 1，求 k 的取值范围.

9. 已知 {an} 为递增的等比数列，且 a1 + a2 = 6，a3 + a4 = 24.bn =
an

(an − 1)2
，数列 {bn} 的前 n

项和为 Tn，求证：对一切正整数 n 均有，Tn < 3.

10. 已知数列 {an} 中，a1 = 1, a2 =
1

4
, 且 an+1 =

(n− 1)an
n− an

, n = 2, 3, 4, · · · .

(1) 求数列 {an} 的通项公式;

(2) 求证：对一切 n ∈ N∗，有
n∑

k=1

a2k <
7

6
.

11. 已知定义在 R 上的函数 f(x) 满足：f(1) =
10

3
，且对任意实数 x, y ，恒有 f(x)f(y) = f(x +

y) + f(x− y), 若数列 {an} 满足 an = 3f(n)− f(n− 1), n ∈ N∗．

(1) 求数列 {an} 的通项公式；

(2) 令 bn =
24an

(3an − 8)2
，n ∈ N∗ ，Sn 是数列 {bn} 的前 n 项和，求证：Sn < 1．

12. 设 Tn 是数列 {an} 的前 n 项之积，满足 Tn = 1− an，n ∈ N∗．

(1) 求数列 {an} 的通项公式；

(2) 设 Sn = T 2
1 + T 2

2 + · · ·+ T 2
n，求证：an+1 −

1

2
< Sn < an+1 −

1

3
．

13. 已知正项数列 {an} 的前 n 项和为 Sn，且 S2
n =

n∑
i=1

a3i .

(1) 求数列 {an} 的通项公式；

(2) 求证：
n∑

k=1

√
k

a2k
< 3.

14. 设 a1 = 1，an = n2

n−1∑
k=1

1

k2
(n ≥ 2)．求证：

(1) an + 1

an+1

=
n2

(n+ 1)2
(n ≥ 2)；

(2) (1 +
1

a1
)(1 +

1

a2
) · · · (1 + 1

an
) < 4(n ≥ 1).

15. 数列 {an}, {bn}，满足：a1 = b1 = 1 ，an+1 = an + 2bn ，bn+1 = an + bn ．证明：

(1) a2n−1

b2n−1

<
√
2,a2n
b2n

>
√
2,

(2) |an+1

bn+1

−
√
2| < |an

bn
−
√
2|.
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16. 已知数列 {an} 满足：a1 = a, an+1 =
5an − 8

an − 1
(n ∈ N∗) .

(1) 若 a = 3 ，求证：数列 {an − 2

an − 4
} 成等比数列，并求出数列 {an} 的通项公式；

(2) 若对任意的正整数 n，都有 an > 3，求实数 a 的取值范围.

17. 已知函数 f(x) =
16x+ 7

4x+ 4
，数列 {an}、{bn} 满足

a1 > 0, b1 > 0, an = f(an−1), bn = f(bn−1), n = 2, 3, · · · .

(1) 讨论数列 {an} 的单调性；

(2) 求证：|bn − an| <
1

8n−3
|b1 − a1|, n = 1, 2, 3, · · · .



第八章 附录

8.1
习题参考答案

第一章 集合与简易逻辑用语

习题 1.1

1. 4

2. 24

3. 6

4. 2

5. 0

6. 1

7. ∈；/∈

8. (2) 不属于；(3) 2689

9. 9

10. 5− 2
√
3

11. 3

12. −5

13. 72

14. {1}

15. {−3, 0, 2, 6}

16. 10, 11, 11, 12, 13

17. 57

18. ∈；∈

19. 505（提示：根据题意，S 中的元素 y 只能是

(
√
2+ 1)(

√
2− 1) 和 (

√
2+ 1)2 + (

√
2− 1)2 的

组合.）

20. 16815（提示：所求的和为
1

2
[(1 + · · ·+ 19)2 −

(12 + · · ·+ 192)].）

21. ±9

4

22. M = N（提示：事实上，M 和 N 均表示全体

4 的倍数的集合即 {4k|k ∈ Z}.)

23. [0, 3)

24. [2, 3]

25. (−1

2
,+∞)

26. [2 +
√
5,+∞)

27. [
1

2
, 3]

28. {0, 1
2
,
1

3
}

29. 4

30. 196

31. 22015（所求值为 f(x) = (1+x)(1+x2) · · · (1+

x2016) 的展开式中奇数次项的系数和，即
1

2
[f(1)− f(−1)].）

243
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32. 1001

33. 401

34. −1（注意到对于含有 n 个不同元素的集合

M = {ai|i = 1, · · · , n}，成立
2n−1∑
i=1

mi =

n∏
i=1

(ai + 1)− 1.）

35. 2019

36. (1)1024；(2)−50

3
+

100

3
× 2101.

37. 0

38. [0,
1

2
)

39. ∅

40. 24

41. ∅（A中的元素为正奇数，B 中的元素是偶数）

42. 30

43. 2 或 2 +
√
2

44. 0 或 −1

45. [−
√
6

2
,

√
6

2
]

46. 960

47. {a|6 ≤ a ≤ 9}

48. [
13

6
,
5

2
)

49. {−1,
√
3}

50. 2（计算可得 B = {y|4−
√
5 ≤ y ≤ 4 +

√
10}）

51. 504

52. −3；−1

53. (1)a = 0, b = −4；(2)a ∈ (−2, 2]

54. 2015

第二章 基本初等函数 I

习题 2.1

1.
1

12

2. 660

3. π + 1

4. 997

习题 2.2

1. [
5

2
,+∞)

2.
7

2

3. −4

4. 0（注意到 f(x) 是奇函数）

5. 9（利用 f(x+ 2) = f(x) + 2）

6. −36

7. 36− 20
√
3

8. 11

9. −2

10.
1

8

11. 2029105（证明 f(k) = k, ∀k ∈ N）

12. 2

13. 2019

14. 3

15. 4

16. 2

17. 2

18. (−∞,−1]

19. (0, 2)
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20. −16

21. 2n

22. 2019

23. −1

习题 2.3

1. [
1

3
,
1

2
) ∪ (2, 3]

2. 24

3. 406

4.

x = −1,

y = 3.

或

x = 3,

y = −1.

5. 18

6. 3

7. 3

8. 9

9. [−2,−1)

10. −3

2

11.
1

4

12. (1, 5]

13. 0

14. 2

15. R

16. (−∞,−1) ∪ (2,+∞)

17.
2
√
6− 4

5

18. (
3 +

√
7

4
,+∞)

19. [0, 2]

20. (0, 2)

21. (0,
1

16
)

22. (0, 1)

23. (1)−20 ≤ p ≤ 12；(2) 存在常数 q = 8, q = 9

或 q =
15−

√
17

2
，使得当 x ∈ [q, 10]时，f(x)

的值域为区间 D，且 D 的长度为 12− q.

24. 2

25. (−∞,−3] ∪ [1,+∞)

26.
5

2

27. 略.

28. 略.

习题 2.4

1. [−2, 3]

2. 3

3. 1

4. (1,+∞)

5. (−∞,−2] ∪ [1,+∞)

6. −1

7. 略.

8. 14

9. (−1,−1

2
] ∪ {3− 2

√
3}

10. 2

11. b > a > c

12. 4

13. 0

14. 4

15. (e, 2e+ 1

e )（提示：注意到 cf(a) = e，再结合

y = | lnx| 的性质）

16. 10100

17. (1)a = 4, b = 2；(2)2 + log2 3

18. (1)k = −1

2
；(2)(1,+∞)
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第三章 基本初等函数 II

习题 3.1

1. −3

2

2. 1

3. {x|x = kπ +
π

2
, k ∈ Z}

4.
2013

2
+ π

5. sin2 x− 1

4
，或写成

1

4
(1− 2 cosx)

6. [2kπ − π

3
, 2kπ +

2π

3
](k ∈ Z)

7. 0

8. (C)

9.
π

3

10. (1)f(n) = 200 cos
(
π

6
n+

2π

3

)
+300；(2)一年

中的 6, 7, 8, 9, 10 五个月是该地区旅游 “旺季”

习题 3.2

1.
2

3

2. (B)

3. 8

4.
3

2

5.
π

6

6. −3

4

7. 0

8. (k +
1

8
, k +

5

8
)(k ∈ Z)

9. [0,
π2

4
)

10.
π

4
（令 z1 := 3 + i，z2 := 5 + i，z3 := 7 + i，

z4 = 8+i，则原式等于 arg z1+arg z2+arg z3+

arg z4，再利用 arg z1+arg z2+arg z3+arg z4 =

arg z1z2z3z4.）

11.
√
3− 1

12.
4

3

13. n sin2 x ≥ sinx sinnx

14.
3

4

15.
√
5

16. −1

17. −24

25

18. [2−
√
2, 2 +

√
2]

19. 1

20.
3

2

21. [0,
9

8
]

22. 1

23. [−
√
10 + 1

2
,

√
10− 1

2
]

24. [−1

2
, 1]

25. {1
2
} ∪ (

3

5
, 1)

26. (−∞, 1) ∪ (3,+∞)

27. π

28. ±
√
2

29.
√
10（提示：以 t := sin2 A 为主元，考虑几何

意义）

30.
1

14

31.
4
√
3

9

32.
1

8

33.
2
√
6− 3

3

34.
17

8

35.
2

3
π
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36. −4

37. −25

27

38.
5

2
（考虑三倍角公式）

39. −1 +
√
5

4

40. 3

41. −1

2

42.
√
3

43.
π

18
或

7π

18
或

13π

18

44. 7（提示：x =
3

4
= 0.75）

45. 2π

46. 2014

47.
1

2

48. 4

49. 1或 0（提示：
cos 2kπ

m
+ i sin 2kπ

m
和 cos 2kπ

n
+

i sin 2kπ

n
分别是 m 次和 n 次单位根，再利用

多项式的根与系数的关系）

50.
3
√
3

2

51. 2kπ +
π

2

52. −1

4

53.
π

3

54.
2
√
15

5

55. 44

56. 0

57. 1

58. (1) 最小正周期为 π，单调递减区间为 [kπ −
5

12
π, kπ +

π

12
](k ∈ Z)；(2)(−1−

√
3,+∞).

59. (1)a = 1，最小正周期为 π；(2)[−π

3
+ kπ,

π

6
+

kπ](k ∈ Z).

60. (1)[kπ − π

3
, kπ +

π

6
](k ∈ Z)；(2)0.

61. (1)[
π

4
,
5π

12
]；(2)0 < m < 3

62. (1)(−
√
5,
√
5)；(2)

2m2

5
− 1

63. (1)
3

4
,
1

2
；(2)

133

4

64. 略.

65. (1)f(x) =
3

x
−4x, x ∈ [−1, 0)∪(0, 1]；(2)[−1, 1]

66. (1)− 2；(2)− π

4

第四章 平面向量与复数

习题 4.1

1. 3
√
2

2. 26

3.
5−

√
5

4

4. 4

5. (1,
5

3
)

6. ∠BAC 的角平分线

7.
7

16

8. −1

9. 6
√
3

10.
5

3

11. (
1

2
,
4

3
)

12. 3

13.
9

4
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14. (−∞,
6

13

√
13− 1) ∪ (4,+∞)

15. 13

16. −16, 6

17. 4

18. (−1, 8)

19. 1 +
√
3

20. −3

21. [−17

2
,
9

4
]

22. 2

23. −65

8

24.

√
2

2
− 5

3

25.
√
3

26. 4

27. [−5, 2]

28. 3
√
2

29. −32

30. 0

31. C,D 不可能同时在 AB 的延长线上

32. 24

33.
3

2
�2

34. −1

2

35.
3

2

36.
13

6

37.
1

3

38. −7

2

39. 2
√
13

40. 0

41. (−1

4
, 2)

42. [1−
√
2

2
, 1]

43. 2

44. 逆时针旋转 60 度所得

45.
π

2

46.
π

4

47. −1

6

48. 5

49.
5

2

50. 4024

51.
11

6

52. −
√
6

6

53. 3

54. 5 : 4 : 3

55.
1

30

56. 90◦

57. −10

13

58. 2
√
7 +

3
√
3

2

59.
1

4

60.

√
3

3

61.
π

2

62. 32

63.
1

2

64.

√
3

3

65.
1

6
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66.
2π

3

67. 4

习题 4.2

1. 3

2. 3

3. 4

4.
√
3± 1

5. −1

6. arctan
√
6

12

7. ±(4− 3i)

8. −1

9. a < −1

10. −1

11. 5

12. 8

13. [4
√
2, 6

√
2]

14. 3
√
3

15. 3520

16.
1

2
−

√
3

2
i

17. 21009

18. 4
√
2

19. 1

20. 3
√
3

21.
1

2

22. 2

23.
√
3

24. 2

25. −1

26. 1

27. 17

28. 2

29. 1

30. 1

31.
√
10

32.
√
2− 1

33. [1, 3]

34. [
√
2− 1,

√
2 + 1]

35.
√
3

第五章 解三角形

习题 5.1

1. 3

2. (

√
5− 1

2
,

√
5 + 1

2
)

3.
3

5

4. 2064

5.
3

4

6.
π

3

7.
π

3

8.
1

4

9. (0,
π

6
]

10. (1,
3

2
)
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11.

√
30 + 3

√
10

2

12. 15

13. 2
√
5

14. a =
6

37

√
37, b =

5

37

√
111, c =

8

37

√
37

15.
√
13

习题 5.2

1. 12

2.
3(
√
6 + 2)

2

3. 6

4.
32

49

5.

√
3

2

6. 3

7.
6

11

8.
√
3

9.
1

5

10.
26

5

11.
189

2

12. 2
√
3

13. 6
√
10

14. 略

15. 8

16.
√
3

17. 锐角、直角或钝角三角形

18. 以上结论都不对

19. (1)A =
π

4
, B =

5π

12
, C =

π

3
.(2)a = 2

√
2, c =

2
√
3

20. (1)a = 1, b = 3.(2)(0, 1]

21. (1) 略 (2)a = c = 2

22. 44

23. (1)C =
2π

3
, B =

π

6
(2)

√
3

24. (1)C =
π

3
.(2)c = 6

25. (1)
45− 8

√
5

81
.(2)2

√
5

26. (1)B =
2π

3
(2)B =

2π

3
, A = C =

π

6

27. 6�

28. (1)BC = 3.(2)
2
√
2

3

29.
2

5

30. (1)C =
π

3
.(2)

2
√
3

3

31. (1) 周长最大值为 6，当且仅当等边三角形时

取到.(2)2
√
3

3

32. 直角三角形，∠C =
π

2
.(2)

1

4

33. ω = 2.(2)(−1,−1

2
)

34. (1)a = 1.(2)α =
π

6
,∠PAB =

π

12

35. (1)A =
π

2
.(2) 最大值为

√
2

36. (1)C =
π

3
.(2)(

20

3
, 8]

37. (1)A =
π

3
.(2)(

√
3

2
,
3

2
]

38. (1) 略 (2)(3− 2
√
2,

1

2
)

第六章 不等式
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第一部分. 一元二次不等式

1.
1

2

2. (−3,−
√
5− 1

2
) ∪ (

√
5− 1

2
, 3)

3. [−1

2
, 0) ∪ (0,

45

8
)

4. 2

5.
1

8
, 36

6. −1 ∪ [3,+∞)

第二部分. 基本不等式

1. Q ≥ P ≥ R

2. (A)

3. �

4. [0,
3 3
√
2

2
]

5. 25

6.
1

4

7.

√
17

2

8. 2 + 2
√
2

9.
4

27

10. 214

11. 6

12.
√
2 +

1

2

13. 2
√
3

14.
1

3

15. x =
1±

√
5

2
, y =

1∓
√
5

2

16. −125

27

第三部分. 柯西不等式

1. [4, 4
√
2]

2. [
√
10, 2

√
10]

3. x =
7

3

4.
√
3

5. 27

6. 5

7. (a+ b)2

8. 4

9. 9

10.
√
3 +

1

2

11. x1 = x2 = x3 = X − 4, 1

12.
5

2
+
√
6

13. 8060

14.
1

4

15.
89

287

16. 42

17. 1

18. 4

19. −12

20. 9

21.
4

3

22. [14− 2
√
13, 14 + 2

√
13]

23.
5
√
34

12

第四部分. 简单二元线性规划问题

1.
1

8
, 36

2. −1 ∪ [3,+∞)

3. [
4

5
,
2

7
]

4. 80

5. [7,+∞)
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6.
√
3

7. 2

8.
1

4

9. a = −1，b =
1

2
(
√
2 + 1)

10. [22, 23)

11. 55

12. 必要不充分

13.
√
3

14.
π

2

15. 6 : 1

16. π − 2

17. 5

18. 3

19.
1

6

20. [1, 6]

21. (−1

2
, 2)

22.
1

2

23. 2

24. (

√
15

3
,
√
7)

25. −2

26. [2,+∞)

27. 4

28. [120, 130]

29. −1

30. −5

31. 60

32.
√
22

33.

√
3

3

34. 4

35. 1.4

36.
25

13

37.
7

5

38.
2
√
3

3

第七章 数列

习题 7.2

1. 4

2.
1

4

3. 充分不必要

4. 是

5. 134

6. 135

7. (1)(2)(3)(4)

8.
n2

4

9. 4n− 9

4

10. 2014

11. [
1

2
,+∞)

12.
6058

3

13. an = n+ 6

14. 15

15. 0.505
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16. 11

17. 60

18. 2

19.
31

29

20.
18

25

21. S2013 = 2013, a6 > a2008

22. 4006

23. (
4π

3
,
3π

2
)

24. n = 16

25. 32cm

26. 2397

27.
8

3

28. an = 9n

29. 15099

30. (−1, 0) ∪ (0,+∞)

31. 2�6

32. 542

33.
1

2

34.
−1 +

√
17

2
或

−1−
√
17

2

35.
2014

2015

36. −34

37. 15

38. 5

39. −50 ⩽ S ⩽ 50

40.
n

16

41.
17

15

42. x > y

习题 7.3

1. 1

2. 819

3. 196250

4.
52019

16
− 8077

16

5. an = 2n−1+n− 1，故 Sn = 2n− 1+
n(n− 1)

2

6. 1

7. 4n2 − 4n

8.
1

3
026

9.
1

2
(2n+2 − n− 3)

10. an =
2 · 3n

3n − 1

11. an =
n

32n−1 − 2
(n ⩾ 1)

12. 9

13. 201

14. 44

15. an = (
4

3
)n−1

16. k 的所有可能值为 k = 1

17.
√
n−

√
n− 1

18. 88

19. 3

20. 194

21. 212

22. [
21

13
,
13

4
]

23. 2n − 1

24. 21

25. 2

26.
2n−2 − 3n−2

2 · 3n−2 − 2n−2
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27. (特征方程法)an =
49− 22n

33n− 24

28. (1) an ⩾
√
3，an+1 − an < 0

(2) 略

29. 2

30. m 的最大值是 2

31. 23n−2 + 2n+1 − 4

32. −3× 22015

33. −10

34. 1

35. 17

36. 0

37. 3

38. 5

39.
5

3

40. 17

41. 5368

42. 3029 +

√
3− 1

2

习题 7.4

1. 35

2. 10

3. 204626

4. {334, 335, 336, 337, 338, 339}

5. 44100

6. 63

7. 379

8. 18

9. 8

10. 27

11.
1

65

12. 1553

13. (34, 95)

14.
2823

7

15. Tn =
(n− 1) · 2n + 1

2

16. 8010

17. 10200

18. 1− 1√
2017

19.
2015

6048

20. − 1

2018

21. x ∈ (−1,−1

2
) ∪ (−1

3
,−1

4
) ∪ · · · ∪

(− 1

2013
,− 1

2014
) ∪ (− 1

2015
,+∞)

22. n

23.
24031 + 1

3
− 22015

24.
32

10 − 1

247
− 1

236

25. 2

(提示：an =
2n

22n − 1
− 2n+1

22n+1 − 1
，所以 An =

2

3
− 2n+1

22n+1 − 1
，Bn =

3× 2
n(1+n)

2

22n+1 − 1
，于是 3An+

Bn · 2
(1+n)(2−n)

2 = 2)

26. (1) {an +
1

2
} 为以 3

2
为首项，以 3 为公比的

等比数列，an =
3n − 1

2
.

(2) 略

(提示： 1

an
⩽ 1

3n−1
)

27. (1) an = 2n−1，nn = n

(2) (i) Tn = 2n+1 − n− 2

(ii) 略 (提示： (Tk + bk+2)bk
(k + 1)(k + 2)

=
2k+2

k + 2
−

2k+1

k + 1
)

28. (1) an = n，bn = 2n−1
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(2) 略 (提示：SnSn+2 − S2
n+1 < 0)

(3) 数列 {cn} 的前 n 项和为
4n

2n+ 1
−

6n+ 5

9× 4n
− 4

9

29. (1) a1 = −1，a2 = −1，a3 = 1

(2) an = 3n−1 − 2n

30. (1) a1 = 14，a2 = 38，a3 = 110

(2) an = 4 · 3n + 2

31. (1) t = −1

2
，d =

3

8

(2) (m,n, p) = (1, 3, 4)，an =
3

8
n− 11

8

32. (1) 略

(2) an = 2p−1 × (
3

2
)n−1

33. (1) an =

n, n = 2k − 1

2 · 3n
2 −1, n = 2k

，其中 k ∈ N∗

(2) m = 2

(3) m = 1

34. (1) an = 2n+ 1，Sn = n2 + 2n

(2) Tn =
n

4(n+ 1)

35. (1) an = 3n−1，n ∈ N∗

(2) Tn =
(2n− 3)3n + 3

2

36. (1) Sn = (n−1)·2n−1+1+
λ

6
[3·2n−(−2)n−2]

(2) n = 1343

37. (1) bn =
n2 + 1

2

(2) Sn =
1

2
· [1− (

1

2
)n+1 · n+ 2

n+ 1
]

38. (1) an =


n+ 1

2
, n = 2k − 1

n− 2

2
, n = 2k

，其中 k ∈ N∗

(2) bn = n2 − n，Tn =
n(n− 1)(n+ 1)

3

39. (1) Sn =
1

2n− 1

(2) 略

40. (1) aan = 2n，n ∈ N∗

(2) 略

41. (1) an = 2n − 1

(2) 略

42. (1) an = 3n−1

(2) 略

43. (1) f(m,n) = m2 + 2mn+ n2 −m− 3n+ 1

(2) 略

44. (1) an = 2n

(2) bn = (−1)n−1(2n+1 + 2), n ⩾ 2

(3) λ ∈ (− 9

14
,
3

8
)

45. (1) an = 2n

(2) k = 4

(3) λ ⩾ 2

3

习题 7.4

1. (1) 略

(2) kmax = 3

2. (1) Tn = (n− 1) · 2n+1 + 2(n ∈ N∗)

(2)
3

4

√
3

3. (1) an = 2n+ 1(n ∈ N∗)

(2) 略

4. 略

5. (1) an = 2n − 1

(2) 略

6. (1) an = 2n − 1

(2) 略

(3) Sn = (n2 − 2n + 3) · 2n+1 −
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
− 6

7. 略

8. k ⩾ 3
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9. 略

10. (1) an =
1

3n− 2
, n ∈ N∗

(2) 略

11. (1) an = 8 · 3n−1

(2) 略

12. (1) an =
n

n+ 1

(2) 略

13. (1) an = n

(2) 略

14. 略

15. 略

16. (1) 略

(2) a ∈ (3,+∞)

17. (1) 当 0 < a1 <
7

2
时，数列 {an}单调递增；当

a1 =
7

2
时，数列 {an} =

7

2
, n = 1, 2, 3 . . .；

当 a1 >
7

2
时，数列 {an} 单调递减。

(2) 略
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