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1. 初等计数方法  
排列数 ；

圆排列（标号或者不重复）

选排列

（关键：注意到 个 -线排列对应同一个 -圆排列）

可重排列： 的 -可重排列数为

的可重全排列数等于

（注意消去相同元素的序即可）

【例】

求 位数的二进制数的个数，

用两面红旗，三面黄旗依次悬挂在一根旗杆上，问可以组成多少种不同的标志？

组合，即从 个元素中选出 个元素（不记次序），不同的方案数

（从选排列中消去次序）

多组组合，分成第 组有 个元素共 组元素，组合数为

【例】在 棋盘中的方格上放 枚棋子， ，使得任意两枚棋子不同行也不同列，求放法总数.

【解】假设这 枚棋子的组态分别为 ， ， ，则要求 中每个元素是 到 的不同整数，

中每个元素也是 到 中的不同整数，因此共有 种组态.

但是，由于棋子之间是不可 分辨的，于是相差一个置换的两种组态应当被看成是同一种组态，注意到 阶对称群 的阶数应

该是 ，所以总的（考虑到棋子之间不可分辨）的组态数为：

【例】（分类法） 中选 个数使得它们的和可以被 整除，一共有多少方法？

【解】记 分别是 中被 除余 的数的集合，则 . 如果选出 个数使得

其和能够被 整除，只有以下两种情况：

三个数取自同一个 ，这样共有 种；

三个数分别取自 和 ，这样共有 种.

所以一共有 种方法。

【映射方法】

设有 个互不相同的整数排成一列，则其中必有一个 元的减子序列或者一个   元的增子序列

【证明】
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：以 开头的最长减子序列长度； ：以 开头最长增子序列长度；

假设符合命题条件的子序列不存在，则 ， 对任何

定义映射 ， ；

断言： 为单射. 事实上，如果 ， ，如果 ，则 ；如果 ，则 ，这说明不论

如何只要 ，都有 ，所以 是单射，因此有 ，也就是 ，矛盾.
组合恒等式

二项式系数

【考虑从 中取 个元素的方法可以分两类，如果不包含 ，则方法数为 ；如

果包含 ，则方法数为 】

（ ）

【考虑 个物品不记次序地分成甲乙丙三组，使得三者分别有 个， 个和 个，我们既可以先取出 个，再拨

出 个；又可以先取 个，再从余下的 个中拨出 个】

【从 个女同志和 个男同志中挑选 人小组，可以分成 类，分别为

女 男， 女 男， ， 女 男（ ）】

2. 容斥原理  
【例】求从 到 中不能被 ， ， 整数的数的个数

【解】令 ， 和 分别表示从 到 的整数中能够被 ， 和 整除的数的集合，则：

于是根据容斥原理可得

【例】Euler 函数的表达式为

 其中 有素分解

【证明】

回忆 ，  .

令 ，则 ，另外

根据容斥原理：

代入可得

【例】（第二类Striling数的展开）
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【证明】把 个不同的球放在 个不同的盒子里，每盒都不空的方法总数就是 . 记 是所有无约束条件的放球方法（允

许有空盒子）， 为第 盒空的放法全体，则 . 我们计算

而 ，所以：

3. 鸽巢原理  
【例】从整数 中任选 个数，证明在所选的数中间必然存在两个整数，其中之一可以被另一个整除。

【证明】每个整数可以写成 的形式，其中 ， 是奇数. 记

从 到 一共有 个奇数，所以不同的 共有 个，如果任选 个数，一定存在两个数 ， 但落在同一个 当

中，此时显然这两者其中一个是另一个的因子.

【例】在 中任取 个数，其中必有两个数，其和为  。

【证明】考虑如下的集合：

任取 个数，必然有两个数落在某二元集合当中，所以其和为

【例】将 分为两组，则必有某个数，它是同组中的一个数的2倍，或者是同一组中另两个数之和。

【证明】用反证法，假设分组 使得以上性质是不成立的，也就是

根据鸽巢原理，不妨设 ， （也就是 中至少有 个元素），根据反证法的假设可知

而根据 中的数不是同组中另一个数的两倍，所以 ，而 ，所以 ，但是：

这是矛盾.

【例】

【例】
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4. Ramsey计数理论  
问题描述：对 进行 -边染色， 表示满足如下性质的最小的正整数 ：对于任何一种染色方法，要么存在单色 ，

要么存在单色 . 也就是：

的 -边染色要么存在单色 ，要么存在单色 ；

存在 -边染色，既不存在单色 ，又不存在单色  .

另一种描述：任取 个人， 表示满足如下性质的最小正整数 ：这 个人中要么有 个人相互认识，要么有 个人相互
不认识

【定理】 .

【证明】

首先说明任何 个人必然存在 个人互相认识，或者 个人互相不认识

固定一个人 ，设与 认识的人组成的集合是 ，与 不认识的人组成的集合为 ，根据鸽巢原理可知 或者

.

如果 ，如果 中所有人都互相认识，则已经得证，否则存在两个人互相不认识，而这两个人又和 互相不认
识，所以这两个人加上 是 个人互相不认识，又得证

如果 ，如果 中所有人都互相不认识，已经得证，否则存在两个人互相认识，再加上 就有三个人互相认识

对于 ，以上的 -边染色没有单色三角形：

综上所述

由 人组成的集合中或者有 人互不认识，或者至少有 人互相认识；

由 人组成集合中或者有 人互相认识，或者有 人互不认识。

【证明】

对于 个人，同样固定一个人 ，设 ， 分别是 认识和 不认识的人的集合，根据鸽巢原理可知 或者

. 分类讨论. 如果 ，根据 可知， 中一定有 个人互相认识，或者 个人互相不认识，
如果有 个人互相认识，则已经得证，如果有 个人互相不认识，则加上 是 个人互相不认识，又得证.

如果 ，则 . 如果 中所有人都互相不认识，则至少有 人互不认识，得证明. 如果 中存在两个人
互相认识，则加上 是 个人互相认识，得证.

对于 人，固定一个人 ，设 ， 如上. 根据鸽巢原理可知 或者 ，如果是后者，则根据（1）
结论可知其中有 人互相不认识或者 人互相认识，若是 人互相不认识，则已经得证，若是 人互相认识，则加上 是

人互相认识，又得证. 根据（1）的对称情况可知， 个人中也成立：或有 人互相认识，或有 人互不认识。这时候对

于 就或者有 人互相认识（这样就得证），或者有 人互相不认识（但加上 是 人互相不认识，又得证）。

综上所述 .

【定理】有关Ramsey数的简单性质

；

， ；

， ；【证明】这是因为，对 进行边染色，如果所有边都染红色，则存在红色 ，如果存在一条边

染蓝色，则存在蓝色 .

【定理】上界估计，对任何 ，都有：
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特别地，如果 和 均为偶数，则上述不等式可以改进为严格的.
【推论】

【证明】

， ，于是根据上面定理可得 ；

的如下 -边染色不包含单色的三角形或者单色的 ，所以 ，综上所述

【推论】

【证明】

用 标记 的顶点， 是红色的当且仅当 且 是 中的平方元，也就是

.

如果有单色的 ，顶点为 ，不妨  ，否则做平移（平移不影响两个顶点的差，所以颜色不变）

此时 ，我们不妨设 ，否则用 去乘每一个数，此时 . 如果 是平方元，则每条边都不

改变颜色，如果 不是平方元，则每条边都改变颜色，不论如何单色性不变

由此可不妨设 ， ， . 因为 是平方元，所以 也是平方元，所以 是

中的两个，但是这三个数任何两个数的差都不是平方元，即 不可能是平方元，矛盾. 所以 .

【定义】一般Ramsey定理

， 是正整数， ，那么一定存在一个最小的正整数（记为 ）满足：

将 的全部 元子集分配给 个盒子，则或者存在 个元素使得这些元素的全部 元子集都分布在第一个盒子中，或者存在

个元素使得这些元素的全部 元子集都分布在第二个盒子中， ，或者有 个元素使得这些元素的全部 元子集都分布在第

个盒子中.

或者描述成：

对完全超图 （其中 是边集， 的每条边关联 个顶点，即 个顶点组成一条边，完全超图指的是任取

， ）用 种颜色进行边染色，则或者存在 色的单色完全超图 ，或者存在 色

的单色完全超图 ， ，或者存在 色的完全超图  .

例： ，这就是鸽巢原理（把单元素集合分配给 个盒子）

（最坏的情况是每个盒子都恰好只放了 个元素）

例： ，是图的着色问题. 即 表示最小的正整数 ，使得对 用 种颜色染色，或者存在

色的 ， ，或者存在 色的  .

【命题】一些简单性质

；

.（形式上类比鸽巢原理一般形
式，只不过只成立不等号）

【命题】 .



【定理，Schur】设 是任意给定的自然数，则必存在自然数 ，当 时，对于集合 的任何

-分划 ，必然存在某个 使得存在 ， .

【证明】

考虑一个 个顶点的顶点集 ，对它进行 -染色，规则为：如果 ，则

染 色

根据Ramsey定理，这个图一定有单色的三角形，也就是存在 （不妨 ）使得 ，

， ，分别记这三个数是 .

于是 且 .

【例】若将集合{1,2, ...,67}划分成不交的4部分： ， ， ， ，则至少存在一个 ，其中的一对元素之差属于

【证明】

根据Schur定理，如果 ，则命题得证.

.
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