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1. 母函数  
【定义】对于离散的数列 ，可以和母函数一一对应

对于组合问题，常用的是普通型的母函数，对于排列问题，常用的是指数型的母函数。

【remark】母函数书写策略："加号"表示"或者"，多项式之间"乘号"表示"分步"

【例】投掷四枚色子，求出现点数和为 的结果种类数.

【解】记 是点数和为 的丢掷结果种数，则 的母函数是

所以  的系数为

【例】有1分、2分、4分,…, 分的硬币各一枚，问一张 分的纸币兑换硬币，有多少种兑换方法.

【解】记 为 分纸币兑换硬币的方法种类数，则 的母函数为

所以当 时， ，当 时， .

【例】 个没有区别的球，分放到 个不同的盒子，求分放种数

【解】写 的母函数为

（负二项系数）

【例】 个没有区别的球，分放到 个不同的盒子，要求每盒不空，求分放种数 （ ）.

【解】这次每个盒子不能不放球，因此母函数变成

.

【例】（带有权值的母函数问题）某单位有8位男同志，5位女同志，现要组织一个由数目为偶数的男同志和数目不少于
2的女同志组成的小组，试求有多少种组成方式。

【证明】分步，先选男同志，再选女同志. 选择 个男同志的允许组合数设为 ，选择 个女同志的允许组合数设为

，
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设选择 小组的方法数为 ，则 母函数是

计算 ，也就是

【例】（用母函数解递推问题）

求 位十进制正数中出现偶数（奇数）个 的数的个数 （ ）

【证明】递推关系为

初始条件， ；

设 和 的母函数是 和 ，于是：

相加可得

同样可得（完全对称地）

解得

于是：

【例】（指数型母函数）用 组成 位数， 出现偶数次， 出现次数没有要求，共有多少方法？

【解】设方法数为 ，考虑指数型的母函数：

再展开

所以，方法数为
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2. 递推关系及其解法  
【例】Fibonacci数列

满足递推关系 ， ，以及初值条件 的数列称为Fibonacci数列

解法：降阶法；特征根法；线性代数方法；母函数方法

【Kaplansky定理】对于集合 ，其不含有相邻整数的子集的个数（包括空集）恰好是

Fibonacci数  .

，个数为

，个数为

对于 ，分为两类，如果包含 这个数，则如果去掉 ，剩下的集合个数恰好

是 的满足条件的子集，根据定义可知就是 . 如果不包含 这个数，则又和 满足条件的

子集数一样（即 ），所以  .

常系数齐次和非齐次线性递归关系的解法

齐次情形

定义如下的特征方程

如果有 个互不相同的特征根，则通解为

代入初值条件求解即可. 注意由于特征根互不相同，对应的线性方程组的系数行列式是Vandemonde行列式，因此
解一定非退化.

存在重特征根

是 重特征根，除了 这一个基础解以外，还有 ， ， ，

【例】解下列递推关系（用特征方程求解）：

【解】特征方程为

二重根

通解为

代入初值 可得 ， ，

所以

非齐次递归关系

如果 是多项式，则特解也是次数相同的多项式

如果 ，如果 不是特征方程的根，则特解形式为 ；若 是 重根，则一个特解为

【例】解以下递推方程：
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初值条件为 ， .

【解】特征方程为

二重根

可以设特解的形式为

代入可得

左边

，

所以 ，也就是特解为 ， 进一步用边界条件确定.

通解为 ，所以原递推方程通解为

代入 和 解得 ， ，所以

3. Stirling数与集合的划分  
Stirling数

定义第一类Stirling数 和 是如下的多项式线性空间 中两组基 和 之间的关系，

【例】（集合的划分问题）

【定理】一个 元集合 的 划分个数等于第二类Stirling数 （不计 个子集的次序，也就是把元素放到不标号

的 个盒子里）

【remark】这给出第二类Stirling数的组合意义

【例】（对称群 中恰好含有 个轮换的置换个数）

【回忆】对称群 中每个元素都可以拆成若干不交轮换的乘积，而且在不记次序的意义下是唯一的（注意到不相交的置
换之间的乘积可以交换），因此我们可以问：恰好含有 个置换的轮换有多少个？

【定理】对称群 中，含有 个轮换的置换的个数等于 ，而且 的符号是 .

【命题】第二类Stirling数有如下递推关系：

【证明】设 是 元集合 ，从其每个 -分划中除去含有元素 的类，得到含有

个元素的集合 的 分划. 注意到如果两个分划本身不同，那么去掉含有 之后所得到的

分划一定也不同；反过来，对每一种 ， ，在 的任何一个 分划 中

添加一类 ，就又得到 的一个 -划分，而 的选择方法有  种，所以上面的式子成立.

【命题】第二类Stirling数有如下递推关系

【证明】将 的 -分划分为两种：
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一种是，元素 独占一个集合，这样的 -分划和 的 -分划是一一对应的，因此一共有
种

另一种是，元素 不独占一个集合，考虑将满足这种条件的所有 -分划中都删去 ，则剩下的部分恰好都是 的

-分划. 反过来，对任何 的 -分划，可以在任何一类中添加 得到满足 不独占一个集合的 的 -分划，
于是一共有 种.
Bell数： 的所有（不编号）的分划数记为 . 约定 ，则 为Bell数

【定理】（递推关系）

【证明】 的分划中删掉含有 的子集，只剩下 （ ）元. 如果 ，则只有一种划分方法，若

，则 元集合的不同分划数为 ，而 元可以从 的 元中任取，所得的划分都不同，因此

也可以用上第二类Stirling数的递推公式，直接推导：

【定理】（指数型母函数）

的指数型母函数为

【证明】

设 是函数项级数 ，满足 收敛，定义线性泛函 .

计算 .

形式上考虑 ，则

4. 反演公式与Mobius函数  
【定理】第一反演公式

设 是自然数， ， 是  中序列，

则，如果 两个数列的以下两种关系是等价的（称为互为反演）

【证明】令

则
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由此可知

【例】

所以，成立二项反演公式：

，

所以，成立Stirling反演公式：

【例】 个布尔变量 的布尔函数全体记为 ， ，其中，实际上依赖于 个变量

的布尔函数的个数记为 ，求

【解】

：  中实际上依赖于 个变量的布尔函数的全体；

；

  ；

根据二项反演公式可知

【例】用 种颜色去涂  棋盘，每格涂一种颜色. 以 表示使得相邻格子异色且每种颜色都用上的

涂色方法，求  的计数公式.（用反演公式做）

【解】令 是用 种颜色 涂 棋盘且相邻格子颜色不同的涂色方法（不要求每种颜色都用上），

则：

另一方面，对于 ，我们可以从左向右涂色，第一个格有 种选择，第二个格由于第一个格已用掉一种颜色只

剩下 种颜色可用有 种选择，以此类推，最后

根据二项式反演原理可知：

Mobius反演公式

【定义】两个数论函数



Euler- 函数： ，  .

【命题】设 有素分解  则 .

Mobius函数：设 有素分解

则：

【命题】（ 和 的关系）

【证明】直接计算，写 的素分解  ，则：

【命题】（ 的和）

【证明】 ，不用证明

，

【定理】（Mobius反演公式）

设 和 是定义在正整数集合上的两个函数（或者两个序列），则：

这两个公式称为Mobius反演公式.

【例】用Mobius反演公式推导Euler 函数的表达式

【证明】 

设 为 的正因子， ，则
.

注意 ， .

根据Mobius反演公式

【例】 色可重圆排列： 中取 个（允许重复），排成一个圆周

：所有的 色可重 圆排列的方法数； ：最小周期为 的 色可重 圆排列的方法数

于是：

（这只需要注意到，若 ，则最小周期为 的 色 圆排列的方法数等于 ）



【命题】 的计算公式为

【证明】

观察： 色可重 -线排列方法的全体记为 ，则 ，定义 为： 中如果按照顺时针方向绕成一个
圆圈，最小周期为 的那些先排列的集合，则 . 对于 的计数，我们需要注意到最小周期

为 的 圆排列依照顺时针方向展开回线排列可以得到 种，于是

于是有 ，根据Mobius反演公式可得

所以得到 的计算公式为

【例】 色可重圆排列公式的应用

（1）用红色、蓝色、绿色三种珠子一共取 个排列成一个圆周，其最小周期为 ，求排列方法数

【解】即求 ，根据公式可得

（2）用红色、蓝色、绿色、黄色 种颜色的珠子中，共取 个排成一个圆周，一共多少排列方法？

【解】即求解 ，除了计算 之外，还可以用 .

【推导：设全体圆排列方案为集合 ，旋转群 作用在  （此处不考虑翻转的对称性，只考虑旋转的对称
性）. 设 的生成元为 ，则 （ ）的型恰好为 ，其中 ，而这样的元素一

共有 个，所以

】

所以

更一般的反演：偏序集上的反演原理（略）
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