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【定义】（对称群） 为 的有限集， 上全体置换（双射）构成的群称为 阶置换群（其上的运算为映射的复
合），记为

元素个数，  

【定义】（置换群）对称群的子群称为置换群

【命题】

任何置换可以写成不交轮换的乘积，且在不记次序的意义下拆分是唯一的（不相交的轮换本身也是交换的）

任何置换可以写成若干对换的乘积（未必唯一），且不论拆分方法如何，相同的一个置换中对换个数的奇偶性不

变。如果含有奇数个对换，则称为奇置换，否则为偶置换

【命题/定义】交错群 指的是 中全体偶置换组成的 的子群

【命题/定义】设 是置换，写成不交轮换的乘积，如果各轮换因子中长度为 的轮换的个数为 ，则称

的型为

，显然有 .

中两个元素的型相同当且仅当它们相互共轭，即若 和 具有相同的型，则存在 使得

中型为 的置换的数目是

事实上，这一数目恰好对应的是整数 的不记次序的分划个数 

【定义】 置换群， ，考虑 作用在集合

称 为置换群 在元素 处的轨道

【命题】定义 上的一个关系， 当且仅当 ，则这是一个等价关系。事实上集合 可

以写成若干不同轨道的剖分

称 ，也就是以 为不动点的群元素组成的 的子集。显然这样一个集合同时

也是 的子群，称为 的稳定化子

【命题】 ，记 ，则存在 使得 . 记 ，则任

何 ，存在 以及 ，使得 ，且分解是唯一的

【证明】考虑映射 ， . 如果 ，则 ，即存在

使得 . 分解的唯一性由每个 对应的  的唯一性来保证.

【remark】事实上这里的 就是在每个 -陪集中取一个代表元

【推论】（轨道-稳定化子公式） .

【定理】（Burnside引理）

作用在集合 ，则 在 上的轨道个数

【证明】构造一个 表格，其中列为 中的 个元素，行为 的 个元素.

如果 ，则取 ，否则取 .

下面我们数表格中 的总数. 

第一种方法：对每个 中的元素，去计算它的 ，这恰好就等于不动点个数，因此 的总数 .

第二种方法：对每个 中元素，去计算它在哪些 中元素作用下不变，这恰好等于稳定子群 的阶，所以 的
总数=

由此，结合轨道-稳定化子公式：

af://n0


另一方面

所以

【remark】我们只需要知道每个群元素 的不动点个数，就可以根据Burnside引理计算出 在 上的轨道个数.
【定理】（Polya计数原理）

【定义和记号】

的染色方式指的是 ， ， . 记这样的映射全体为 ，则：

染色等价： ，当且仅当存在 ，使得 ， .

染色等价是一个等价关系

轮换指标： 作用于集合 ， 的型为 ，定义一个单项式 ，

定义：

t称为置换群 的轮换指标

【Polya定理】

同样的设定，则 中的所有染色方式中，在 的作用下互不等价的染色方式一共有

其中 是轮换指标， 指的是置换 中不相交的轮换的总数，也就是

【证明】

考虑 诱导了集合 上的置换 ，定义为：

令 是 上置换群，则互不等价的染色数目就等于 作用在 上轨道数目

根据Burnside引理，轨道个数等于

下面只需要计算不动点个数. 设 有轮换分解

设 是 的不动点，则 应当满足：

类似地

由此可见如果 是 的不动点，则 一定将位于置换 的同一个轮换中的元素染成同样的颜色

反过来，如果 把 的同一个轮换因子中所有元素染成同一个颜色，则必然一定是 的不动点，所以：

的不动点 中各轮换因子染色相同的染色方式

也就是



代入Burnside引理即可得结论.
更一般地，可以引入Polya母函数得到每种染色方式具体用色情况是什么. 事实上轮换因子可以写成

【解释】幂次表示颜色使用的次数， 表示长度为 的轮换的个数， 是每种颜色的代号，而用加号

连接表示颜色选择中的“或者”
【例】六种颜色对正六面体的六个面染色，要求每个面颜色不相同，求方案数

【解】利用Burnside引理. 由于染色不同，总方案数为

考虑正六面体置换群 作用在染色方案 中，只有单位元有不动点，其他均没有不动点，于是 （其中

是单位元），而对于其他的 都有 ，所以，根据Burnside引理可知，染色等价类个数（恰好等于
轨道个数）为：

【例】一棵树 如下图，用 两种颜色染其顶点，一共有多少种不标号的染色方法？

【解】先写置换群元素

写其轮换指标：

， ，根据Polya定理

【例】同构图计数，看成对完全图 的 边染色

顶点的置换 诱导边的置换 ， 以以下方式作用在 ：

其Polya母函数为



 

 

 

 


	离散数学方法—Polya计数原理

