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1. 基本概念 Introductory Concepts  

【定义】图 (graph) 是一个二元组 ，其中 是集合

集合 称为顶点集，其中的元素称为顶点，例如

集合 称为边集，它是 的子集，例如

图的自然可视化表示：用线（边）将平面上的点（顶点）连起来形成的图形

【定义】空图，平凡图，图的阶，多重边及其重数，邻接点和邻接边，环（loop），简单图（simple graph，即无环和
多重边的图），顶点的度（规定环给一个顶点贡献的度为 ），奇 (odd) 点，偶 (even) 点，顶点度序列

【定义】最大度： ；最小度：

【命题】设 为非空简单图，则 必然存在度相同的两个点

【证明】设 . 

假设 存在度为 的点，因为 是简单图，所以 中的任何一个点之多与 个其他点有边相连，因此度的取值只

能为：

假设 ，则度的取值只能为：

由此可知， 中顶点的度的取值总是不超过 种，根据抽屉原理可知必然存在度相同的两个点.

【定理】每个无向图顶点的度之和等于边数的两倍：

【证明】每条边各贡献给它关联的两个顶点的度为 （重复记重数），由此立刻得要证明的等式.

【定理】每个无向图必有偶数个奇数度的顶点

【注】这个定理和上一个定理一样，不需要假设图是简单图

【证明】设 和 分别是 中奇点和偶点的集合， ，根据上一个定理可知：

因为 和 都是整数，所以 是偶数. 而根据 的取法可知该求和中每一项都是奇数，所以必然

有偶数项，也就是 .

【定义】 （ -正则图） 是无项简单图，若 ，则称 是一个 -正则图

【定义】 ，如果存在以 为点集的 阶简单图 ，使得 ，

，则称 是一个可图序列（graphic）， 称为 的实现图（不一定唯一）

【定理】假设 满足：

1） （不本质，调整顺序都能做到）

2） 是偶数（这是一个可图的必要条件，回忆等式 ）

则 可图，当且仅当 可图
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【证明】

对于必要性，设 的实现图是 ，在 中添加一个点 和边 ，则此时 ，

对于 . 对于 ， ，由于在添加点和边之后没有发生变化，所以

它们的度仍然满足 ，综上所述所得到的新图 就是 的实现图.

反之，假设 可图， 为实现图. 令 ， . 因
为 是简单图，所以根据定义可知 . 我们取 的使得 最大的实现图 ，断言这时实际上有

，若不然，则存在 ，以及 ，使得 （根据抽屉原理），由于

，所以 （ 的条件（1））所以存在 ，使得 但是 . 令 是 中以
与 分别代替 与 所得到的图，则此时 也是 的实现图（因为做替换操作之后，

的度都不发生改变）. 

但是，在 中， ，这矛盾于 的选取，因此我们证明了在 中实际上有 . 在 中删

去 以及其关联的所有的边，即可得到 的一个实现图.
【定义】（完全图）顾名思义. 简单图，若 ， ，都有 ，则称 是完全图，记

个顶点为完全图 .

【命题】

完全图一定是正则图，每个顶点的度都是 ；

；

【定义】（补图） 是简单图， ，且 当且仅当

则称 是 的补图（complement graph），记为

【定义】（图同构） 和 是图，如果存在双射 ，而且任何 ，若

当且仅当 ，且 和 的重数相同，则称 和 是同构的，记 .

【命题】显然，如果 ，则 ， ，而且有

【注】判定图同构一般来说是一个NP-hard问题

【定义】（子图） 是 的子图，如果 和 分别是 和 的子集. 如果有多重边，那么 中边的重数
不能超过 中对应边的重数

【定义】（生成子图） 是 的子图，如果 和 的顶点集相同，则称 是 的生成子图（spanning subgraph）

【定义】（导出子图） ， 将 中的边"都携带过去"所生成的 的子图称为导出子图，具体来说，称 是 的

导出子图，如果 而且对任何 ， 当且仅当

【定义】（边导出子图） ，由 以及其所有 中端点构成的图称为边导出子图，具体来说，称 是 的导出子

图，如果 而且 当且仅当存在 使得 .

【定义】（重构图）

【Motivation】为了研究图的局部性质，我们引入重构图的概念.

称图 是 的重构图，如果存在双射 使得 ，其中记号 表示 删去 所得到的删点主

子图.

称图 是可重构的，如果 的每个重构图都和 本身同构.

【例】 是 的重构图（非常容易验证），但显然不同构（边数并不相同）

【定义/命题】（路）

途（walk）指的是图 中的点边交替序列 ，如果满足对任何 都有

，则称 为途（walk）. 又如果 ，则称 为闭途（closed walk）. 边 的个数称途的长度

【remark】对于简单图，由于不存在重边，这其中的边通常省略，例如

迹（chain）是满足 互不相同（但是顶点可以有相同）的途 . 又如果 ，则

称 为闭迹（closed chain）

路（path）若迹 中顶点 互不相同，则称其为路（path）. 另外，如果 ，而顶点

互不相同，则称迹 为圈（cycle）

【命题】若 中有途则必有迹，有迹则必有路

【定义】连通性

是无向图，若 之间存在一条路，则称 和 连通. 规定对任何点 ， 都和自己本身连通.

连通是一个等价关系



连通分支、连通图

【定理】 是连通的，当且仅当对任何分划 ，都存在 以及 ，使得

.

【证明】显然.

【例】 简单图， 且 ，则 连通.

【证明】考虑 的任何一个分划 ，断言存在 ， ，使得 ，否则对任何 和

，都有 ，所以此时 不会超过将 中顶点两两相连、 中顶点也两两相连所得到的图的边数，若
或 （不妨 ），则有：

这与提给条件 是矛盾的.

若 满足 ，则：

以下是 的 不连通的例子，这里 .

【命题】 的连通简单图必有圈

【证明】从任何一个点 出发，因为 ，所以存在 使得 ，对 做相同论断可知存在 使得

，一直找下去，因为 是有限图，因此必然存在一个 ，使得 与已经走过的点重合，这就找到一个

圈.

【命题】 的连通简单图必有带弦的圈（即存在圈 以及 ， 但是 不是 中的边），

进一步地，必有长为偶数的圈.

【证明】设 是 的一条最长的路. 断言所有与 和 有边相连的点都在路上（否则与 的

最长性矛盾）

因为 ，所以存在 ， ， ，则（例如） 就是一个带有弦的圈.

考虑 ，如果 和 之一为偶数，则分别考虑 和 可知存在长度为偶数的圈

如果 和 都是奇数，则 是长度为偶数的圈.

【remark】事实上，设 ，则 必有长度为至少是 的圈

【证明】设 是 的最长路，取 是与 相连的且使得 最大的点. 因为 ，所以
在 中， 和 之间至少有 个顶点（根据与 和 右边相连的点都在路上，否则与 的最长性矛盾），考虑

，这就是一个长度至少是 的圈.

【命题】 连通简单图，但不是完全图，则存在 使得 但是 .

【证明】 不是完全图 且存在 ， .

是连通图  存在 到 的最短路径 .

如果 的长度是 ，则 ， 就是所求.（此时 根据 长度的最短性就可以得到）

否则令 ， ，根据 的最短性可知 ，也就是

【定义】割集

，如果删去 中所有顶点（包括与之相连的边）导致 变得不连通或者只剩下一个顶点，就称 是

的（点）割集. 如果 是单点集，则称为割点.

【定义】连通度

【motivation】用来描述连通性的强弱

图，定义 为 的点连通度是割集

【例】有割点的连通图的 ，非连通图的 ，完全图的



【定理】一个至少有三个点的连通图 ， 是其割点当且仅当存在 使得从 到 的任何路都通过

【证明】显然. 

【定义】 ， ，删去 后 不连通，则称 为 的边割集，如果 是单元素集，则称为割边或者
桥

【定义】边连通度

图，定义 为 的边连通度.是边割集

【例】完全图的 .

【证明】考虑任何一个顶点，删去与之相连的 条边后图不连通.

【定理】 连通， ，则存在 ， 而且 只有两个连通分支.

【证明】假设删去 后有三个连通分支，那么加上一条边后仍然不连通，这说明可以删去更少的边使得 变得不连通，

这与 的最小性矛盾.

【定理】 是割边当且仅当存在 使得任何一条 到 的路都路过

【定理】 是割边当且仅当 不在 的任何一个圈上

【证明】

：设 是割边，根据定义可知存在 ，使得 在 中有路连接，但是在 中无路连接. 设
，如果 在圈 上，则 中一定有路 连接 和 ，矛盾.

：用反证法，假设 不是割边，则 仍然是连通的. 所以 中有路 连接 和 . 因为这条路来
自 ，所以它必然不经过 ，于是 是 中的圈，这与 不在 中任何一个圈上矛盾.
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