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2. 树与生成树  

【定义】一个连通、无圈的无向图 （当然自动为简单图）称为树

【定义】（树叶）树中度数为  的顶点称为树叶

【定义】树中度数大于 的顶点称为分支顶点

【定义】若无向图 的每个连通分支都是树，则称之为森林

【定理】图 ，则TFAE：

是树

中每一对之间有且仅有一条路（因此可以将这条路记为 ）

是无圈的，但是任何一对不相邻的顶点之间加上一条边之后， 有唯一的圈

是连通的，且每条边都是割边

是连通的，且满足

是无圈的，且满足  

【例子】 是阶数 的树，则它是二分的

【证明】回忆二分图的充分必要条件，一个无向图是二分图当且仅当其所有圈的长度都是偶数，而树中

无圈，所以必是二分的。

【例子】设 是 阶森林，且有 个连通分支，问 的边数？

【解】回忆树的等价定义，树是点边数量满足 的连通（无圈）图。在此处，我们记 个连通

分支分别为 ，则他们的点数和边数满足 ，注意到 ，

，对上面的式子求和可得 .

【命题】每个非平凡树至少有两片树叶

【证明】设片数为 ， ， ， ，所以带入可得

，解得

【定义】（离心率） 是图， ，则离心率定义为：

【定义】（半径）

【定义】（中心点） ，则称 是  的中心点（未必唯一），中心点构成的集合称为中心
集。

【定理】任何树的中心集或者恰好包含一个点，或者恰好含有两个相邻点。

【证明】设 有两个不相邻的中心点 和 ，则设 是 中 - 的唯一路，取 ， ，

，取 使得
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如果 的第二点为 的第二点，则 （如果不然，则 将有

圈），所以 .

若 的第二点不是 的第二点，则 ，由此可知：

  ，又矛盾。

【另一种构造性证明】考虑以下树的序列： 为 本身， 是 去掉所有叶子之后得到的新的树， 是
去掉所有叶子得到的新的树，依次做下去，则一定存在一个 使得 是 或 （因为图是有限的）

考虑 ，在 中，设 是非叶子顶点，则与 相距最远的点必然是叶子点，这说明 中 的离心率比在
中小 ，注意这对于 中所有非叶子点都对，所以 和 的中心必相同。

因此， 的中心就是 的中心，与此同时 是 或者 ，所以它的中心就是它本身，因此 就是
的中心，因此也是 的中心， ，最终是 的中心，这完成了证明。

【remark】构造性的证明直观意义更明显。

【定义】（生成树）图 的生成子图是树，则称为生成树

【定义】（基本关联矩阵） 是有向、弱连通图。其完全关联矩阵 划掉任何点 对应的

行，得到 矩阵  称为一个基本关联矩阵

【定理】

【证明】 的每一列恰好只有 和 两个非零元，所以把 的 到 行全部加到第 行之后第 行全为

【定理】 是 的任何一个 阶子阵，则 或

【证明】对 归纳， 不用证明，假设 成立，设 是 阶子阵，每列最多只有 个非零元，如果

某一列全为 ，或者 中每一列恰好有两个非零元，则这时 ，

如果存在一列有且只有 个非零元，则将行列式按这一列展开，用归纳法立刻得

【定理】 为有向弱连通图 的完全关联矩阵，则

【证明】设 中线性相关的最小行数为 ，设 分别是对应的顶点，则有：

每一列仅有两个非零元 这 行的第 （ ）个分量最多有之多有 个非零元，而且不可能

只有一个非零元（否则上面式子左边的第 个分量不是 ，矛盾）

由此可知，我们可以先做行变换将这 行移到前面，然后再把前 行中就有 个非零元的列（假设有 个）

移到前 列，此时 具有如下形状：

其中， 仍是关联矩阵（只是相当于行、列的指标发生了改变）。而且

下面我们断言 ，否则 ，则根据 的形状可知 至少两个（弱）连通分支（其中 条边只

与其中 个点相关，另外 条边只与另外 个点相关），这和 是弱连通的矛盾。

因此 ，所以 中至少需要 行才能线性相关，而任何 行都线性无关，所以  .

【定理（Prim Algorithm）】设 是赋权图 的顶点真子集， 是两个端点分别在 和

中权最小的边，则 中一定含有含 的最小生成树。



【证明】设 是 的一棵最小生成树，如果 ，则 是具有唯一的圈 ，且包含 ，同时

也包含一个边 使得 ， 。由已知得 ，所以

是 的一棵最小生成树（是事实上此时 和  的权是一样的）

【定理（矩阵树定理）】设 是无向连通图， 是其基本关联矩阵（注意，对于无向连通图，我们可以

人为地构造其完全关联矩阵 如下，首先定义 的矩阵 ：

如果 和 关联

其他

然后把 每一列的第一个 改成 得到新的矩阵 ， 删去第 行可以得到 ）

则，其最小生成树的数量等于 .

【例题】设 是树，有 条边，如果 是最小度 的图，则 一定是 的某个子图。换句话说，一个图
包含所有阶不超过 的树作为子图。

【证明】

我们对 用数学归纳法。

如果 ，则 ，结论显然成立。（ 是任何图的子图）如果 ，则 ，对于

所有最小度 的图，存在两个顶点 以及边 使得 ，因此 是其子图。

假设对所有边数为 的树（ ）结论都是正确的，则考虑恰好有 条边的树 . 我们知道，
至少有两个叶子点。设 是其中一个， 是与 相邻的唯一的点，考虑 ，则 恰好是有

条边的树。根据归纳假设可知， 是 的一个子图（不妨假设 已经嵌入在 当
中）。现在 有 个顶点，因此存在 中不在 中的顶点。因为 ，所以必然存在

，而 ，显然 和 共同构成了一棵同构于 的树，因此 是

的一个子图。

【例题】考虑下面的图 ，问它的生成树计数？



【解】我们做如下标号，并人为地定义其基本关联矩阵如下（每一列第一个数非 数为 ）：

我们划掉第一行得到

计算 ，结果正确，score one for Kirchhoff!!
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