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【定义】图的匹配指的是无公共顶点的边的集合. 即给定图 ， ，且满足 ，都有
.

对于顶点 ，如果存在 使得 ，则称顶点 是 -饱和的，否则称为 -非饱和的.

如果匹配 饱和了 中的所有点，则称之为完美匹配（perfect matching）. 

如果 中不存在另外的匹配 使得 ，则称 为最大匹配（maximum matching），最大

匹配 中边的个数称为匹配数，记为 ，显然 ，且只有当 是最大匹配时才能取得等号.

【定义】 -交错路

设 是图 的一个匹配，路 称为 中的 -交错路，如果其中的边是 -边和非 -边交替出现的.

称为 中的 -增广路，如果它是 -交错路，而且其起点和终点都是 -非饱和的.（之后会解释为什
么叫做 -增广路）

【定理】（Berge） 是 的匹配，则 是最大匹配当且仅当 没有 -增广路.

【证明】

设 是最大匹配，用反证法，假设 是一条 -增广路，因为 是交错路，而且

和 都不是 中边，所以 一定是偶数而且 是 中边当且仅当 是偶数.

注意到 和 不是 -饱和的，所以如果定义
，则 仍然是 的一

个匹配，而且里面的边数比 多 ，这与 是最大匹配矛盾.

反过来，假设 没有 -增广路， 不是最大匹配，假设 是比 边数更多的匹配，令

，因为 中的每个顶点的邻边中 和 的边都至多只有一个，所以 的每个顶
点在 中的度都是 或者 ，这意味着 的连通分支要么是 的交错路，要么是偶圈. 

如果有连通分支是偶圈，则其中 和 的边数一样多. 因为 ，因此必然存在连通分支
是路，而且其中 的边比 中的多一条，这说明这是一条含有偶数个顶点的 交错路，且

起点和终点连接的是 中的边. 由此可知起点和终点是 -非饱和的，因而是 -增广路，这与 没

有 -增广路矛盾.

【定义】（关于二部图的匹配）设 是二部图.

设 为最大匹配，如果 ，则称此时 是 的一个完全匹配，或者称为从 到
的完全匹配

【定理】（Hall，1935） 为二部图， ，则 中存在从 到 的完全匹配当且仅当对任何

，都有

【证明】
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必要性：设 是从 到 的完全匹配，所以 中每个顶点都是 饱和的，所以对于 的每个顶点，

一定存在 中某个点，这两个点在 中配对. 而且根据 是匹配可知与 中不同顶点配对的顶

点是不同的，于是 .

充分性：设 是最大匹配，用反证法，假设满足题给条件但是它不饱和 中的所有点. 设 是 中

未被饱和的点，令 是那些可以用 交错路连接到 的点集合. 令 ， ，根
据Berge定理可知 和 中的点必然是被 饱和的（否则 交错路终止在未被饱和的点，

意味着存在 增广路，这与 是最大匹配矛盾）. 由此可知， 中的所有点都通过 的边与

中的某个点相连（取通往 中该点的交错路的最后一条边即可），而 中有且仅有 一个点不通过

中的边与 中的点相连，于是 .

另一方面，对任何 ，如果存在 使得 ，则 且 （一条边不管是否是

中的边，都是 交错路），于是 ，所以 . 因为 中所有顶点与 中某个点有边相

连，所以 ，于是 . 但是另一方面 ，这与我

们的假设 矛盾，所以 的所有点一定被 饱和.

【推论】 ，如果对任何 都有 ，任何 都有 ，则存在

从 到 的完全匹配.

【证明】对任何 ，设与 关联的边数为 ， . 而这 条边与 中 个顶点关联，

而 ，因此 ，因此满足Hall条件.

【推论】任何 -正则的二部图一定有完美匹配

【证明】 -正则二部图一定满足 ，而且有完全匹配，所以有完美匹配.

【定理】任何非空二部图有最大匹配，且所有最大度的点都是 饱和点

【证明】取 是包含尽可能多的最大度点的最大匹配，设 是最大度但不是 饱和点，令 是所有通

过 交错路与 连接的顶点的集合，令 ， . 同样可以推出 . 

令 是 关联的边数，如果 中都是最大度点，则

，矛盾，所以 存在非最大度点，将与

相连的  交错路颜色反转，则得到具有更多最大度点的最大匹配，与取法矛盾.

【定义】 ，如果对 的任何边，其都有一个端点落在 中，则称 是 的一个覆盖. 点数最
少的覆盖称为最小覆盖，点数称为覆盖数.

【定理】  是二部图，则最大匹配的匹配数等于最小覆盖的覆盖数

【证明】设 是最大匹配，设 ，则 .不是 饱和的



设 是 中可以通过 -交错路连接到 中某个点的顶点集合， ， ，则：

和 是配对的（ 中每个点通过一条 -交错路连接，根据是最大匹配可知终点是 -饱和
的，因此最后一步的边在 中，而最最后一步的边的前一个顶点显然也通过 -交错路与 中顶点

相连，所以前一个顶点在 中；另一方面， 中每个顶点都是 -饱和的，所以它通过
一个边和 中点相连）

令 ，则 覆盖了 的边

（这是因为，如果是 关联的边，则根据 可知被 覆盖了，如果是 未关联的边，则其一个顶

点在 中，被 覆盖了）

所以：

而另一方面，取任何一个其他的覆盖 ，因为 的每个顶点至多覆盖 的一条边，所以 ，
所以 是最小覆盖，因此最大匹配数等于最小覆盖数.

 

【命题】（关于完美匹配的一些简单性质）

如果 是 -正则二部图，则有完美匹配

如果 是 阶图且 ，则有完美匹配

【证明】因为是 阶图且 ，所以 有Hamilton圈. 沿着Hamilton圈交替地取出边即可得
到完美匹配.

【定理】（Tutte）

定义： ，定义 为 中奇顶点连通分支的个数.

（Tutte） 是 的图，则 有完美匹配当且仅当 ， .

【证明】比较麻烦，此处略去.

【定理】（Peterson）无割边的 -正则图必然有完美匹配.

【证明】用反证法，假设没有完美匹配，则存在 ， 的奇连通分支数大于 ，记这些奇连
通分支为 .

至少有一个边连接到 中，如果不然，则 存在具有奇数个顶点且 正则的子图，根据任何图必
然有偶数个奇数度点可知不可能

因为 没有割边，所以至少有两个边从 连接到 ，但是如果仅有 个，那么把这两条边去掉之
后， 又会变成有奇数个奇数度顶点的图，不可能发生



综上所述，至少有 条边从每个 连接到 ，因此至少有 条边和 关联. 但是与 关联的边数最大只能

为 ，与此同时 ，自相矛盾. 所以必然有完美匹配.

【例题】

 


	离散数学方法—匹配

