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【定义】 无向图，如果可以把 的所有顶点和边都画在同一个平面上，而且使得任何两条边除了
端点以外没有其他交点，则称 是平面图。如果一个图表面看上去不是平面图，但可以通过调整边
的位置就变成平面图，则称是可平面化的

【定义】对偶图

平面图，图中由边围成的区域（内部不含有顶点，也不含有边），称这样的区域为  的面
（face）

【注】每个平面图恰有一个无界的面，即外部分

面的边界：围成一个面 的所有边组成的闭途，称为 的边界。这个闭途中边数称为 的度数，

记为 .

【注】计算外部分的度时，割边要计算两次

【记号】 为 的面集， 为  的面数

是平面图，定义

对 的每个面 ，都有 的顶点 与之对应；对 的每个边 ，都有 的顶点 与之对应；

中 和 有边相连当且仅当 中的面 和面 被 分隔，则称 是 的对偶图

【命题】

必是平面图

必然是连通图

【证明】给定 的两个顶点，在平面内找一条恰好 的所有顶点的曲线，则曲线穿过的所有

的边和面序列对应的 的边和顶点的序列就是连接 中这两个顶点的一条路.

是平面连通图   .

， ，

【证明】显然

设 是平面图 的一个圈， 是 中各边 对应的 中边的集合，则 是 的一个割集.
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【证明】 是圈 是一个Jordan曲线，设 是其内部一个面， 使其外部一个面，根据Jordan
曲线定理可知，连接 和 的边对应的 和 的公共边必然在 上，因此去掉 之后 和  不
再有边相连.

【定理】对偶版本的握手定理

平面图，则

【证明】取 ，用握手定理

【命题】 简单平面图，有Hamilton圈 ， 和 分别表示 内部的和外部的度为 的面数，

则：

【证明】 的边被分成三类，在 上、在 内部（内弦）、在 外部（外弦）

则：

另一方面，每个内弦是两个内部面的边界，每个 上的边是一个内部面的边界，对面的度数和计

数：

类似：

由此可知：

两个式子比较即可得证.

【定理】平面Euler公式： 是连通平面图（不必是简单图）， 分别是边数，顶点数，和面

数，则 .

【证明】对 归纳， 时 的每条边都是割边，又因为 是连通的，所以 是树（回忆树的等价

定义：连通且每条边都是割边），所以 ，进而有 .

下面假设当 有 个面时结论都是成立的，现在设 有 个面且是连通的，当

时，至少有一个圈，去掉此圈中的一条边得到 ， 有 个面，根据归纳假设可知

由此可得证

【推论】如果对任意平面图 ，有 .

【定理】设 是简单平面图（ ），则 . 

【remark】这是一个非常好用的结论



【证明】只需要对连通图证明，如果不是连通图对每个连通分支证明即可.

因为 是连通图且是平面图，所以每个面的度数至少为 ，根据握手定理以及Euler公式可得：

所以 .

【remark】根据证明过程可知，等号成立当且仅当 是一个三角形的三角剖分

【推论】设 简单图，且每个面的边界数至少是 ，则有：

【推论】 ， 和Peterson图都是非平面的.

（对于 ，其边数为 ，但是 ；对于 ，假设它是平面图，由于其中圈

长度至少为 ，其面的边界数至少为 ，于是 ，但是 ， ，  
）

【命题】若 是简单连通平面图，则 .

【证明】

【命题】正多面体只有五种

【证明】正多面体可以看成嵌入球面的图，因此可以看成平面图，根据平面Euler公式可得
，其满足 的整数解只有五种可能。

【定义】极大平面图：简单平面图在任何不相邻顶点加边都导致变为非平面的，则称该平面图是极

大的.

【命题】任何 阶（ ）极大平面图的每个面度数都是

【证明】取反例图 ，则其至少有一个面的度数不是 ，设该面为 ，不妨 ：

如果 和 、 和 中有一对没有边相连，因为这是个内部面，所以连结它们并不破坏平面性，矛
盾于极大性；

如果 和 、 和 都有边相连，由于这是内部面，所以 和 都在外部，根据
Jordan曲线定理可知它们一定相交，这与  是平面图矛盾.

【remark】极大平面图一定为三角剖分，符合直观

【命题】 为 （ ）阶极大平面图，则 .

【证明】设 ， 是平面图， 在 的一个面内， 中至少有 个顶点在这个

面的边界上，根据极大平面图的定义可知 中 必须和这些点都是邻接的. 所以对任何 ，

，所以 .

【remark】极大平面图的性质：连通，不存在割边（都是显然的），都是三角面， ，

代入Euler公式可得 ，比较可知

【定义】外可平面图：若一个简单平面图 画成平图后，它的所有顶点在同一个面上，则称  为外
可平面图



【定义】一个外可平面图是极大外可平面图， 若不能再加边而不失去外可平面性

【定理】设 是极大外可平面图， 个点均在外部面上, 则 有  个内部面

【证明】用归纳法， 显然成立，假设对 个顶点成立，令 有 个顶点和 个内部面

断言： 有一个度为 的顶点 在外部面上. 事实上，取其对偶图，并考虑内部区域对应的那些顶点
的导出子图，断言这个导出子图是树. 因为它连通，所以只需要说明它没有圈. 如果有圈，则 有一

个内部顶点，这与外平面性矛盾. 考虑树中度是 的顶点，根据极大性，所有内部面都是三角面，特
别地这个顶点对应的面也是三角面，由此可知这个三角面有两个边都只和外部面共用，不和内部面

共用，考虑这两个边的共用顶点，它不和第三个顶点相连，因此度数为

考虑 ，则 的内部面为 个，顶点为 个，根据归纳假设， ，所以
，有归纳法证明完成.

【命题】

连通的外平面图是Hamilton图

【证明】显然

连通的外平面图满足

【证明】外部面度 ，根据 连通可知面的度至少为 （如果有度为 的面，去掉这两条边
后两个顶点不再有路相连），因此：

【推论】 和 虽然是平面图，但不是外平面图

【定义】 和 在允许插入和消去二度顶点的意义下同构，则称其同胚

【定义】如果图 可以由 插入二度顶点得到，则称 为 的细分图（subdivision of ）

【命题】图 是平面的，当且仅当其所有细分都是平面的.

【定义】如果图 可以由 消去二度顶点得到，则称 为 的初等收缩

【定理】（Kuratowski’s Theorem）一个图是平面图，当且仅当它不包含同胚于 或 的子图

【加强】一个图是平面图，当且仅当它不包含可以初等收缩为 或 的子图



【定理】 是外可平面的当且仅当不含有 或 细分图

【证明】只需要证明充分性. 取反例图 ，不妨设 是 连通的，令 是 的最长圈，则 的长度

至少为

如果 不是哈密顿圈，取 ， ，根据 连通可知存在 路 使

得 且

根据 的最长性，如果 是 上与 相邻的两个点，则 和 都不是 ，由此找到了 的细

分图

所以， 是哈密顿圈，因为 不是外可平面，所以如果把 的所有其他边都画在 的内部，一定会

出现两条弦 和 使得四者在 上出现的次序为 ，这样得到  的细分图.

【例题1】

【例题2】



【例题3】
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