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染色分为三个课题：边染色、点染色以及平面图的面染色，我们介绍这些课题的一些基本方法与重要结
果。

【定义】边染色. 边染色是一个映射 ，其中 表示 种不同的颜色. 
这称为 的一个边染色. 如果 满足对任何 满足 ，都有 ，则称

该染色是一个正常染色，之后如果没有特别强调，染色就是指的正常染色. 

称对图 进行正常边染色所需要的最少颜色数为 的边染色数，记为 .

【命题】一个平凡的下界： . （所用的颜色不可能小于最大度数）

【定理】设 是二分的，则

【证明】对边数 归纳. 设 的一条边是 ，根据归纳假设， 有一个 边染色，

记为

则，不妨设，每个颜色要么被 点的某个邻边使用，要么被 点的某个邻边使用（如果两者都不成立，则

这个颜色可以被分配到 ，从而得到 的一个正常边染色，这样就已经完成证明了）

注意到 ，所以至少有一个颜色没有被 的任何邻边使用，我们记该颜色是 ，从而根据

我们前面的“不妨设”， 被 的某个邻边使用了. 同样地，存在一个颜色 （ ），没有被 的任何邻边使

用，但是被 的某个邻边使用了.

考虑子图 ，则 和 都是 的完美匹配，其中每个点的度都为 或者 ，由此可
知 的每个连通分支要么是偶圈，要么是在 和 中交错的路. 

注意到 和 都之和 和 中的一个颜色的边相连，所以它们在 中的度数是 . 因此 所在的连通分支是一
条 - 交错路 ，断言 的终点不是 ，否则，由于 相连的边是 色， 相连的边是 色，两种颜色又

是在 上交替出现，所以 是偶数长度的路，所以 是 中奇数长度的圈，这和 是二部图矛盾.

我们现在把 中的颜色互换，这样就得到了一个新的 的 -边染色（ 单独是 中的一个连通分支，

互换 的颜色之后这仍然是 的正常 -边染色），则这时候 没有被 的任何邻边使用，也没有被 的任何

邻边使用，所以可以把 色分配给 得到 的一个正常 -边染色. 结合 这个平凡的下界可知

.

【定理】（Vizing定理）对任何简单图 ，都有
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【证明】只需要证 即可. 对边数归纳. 设 是一条边，不妨设

.（如果 ，则根据归纳假设可以得到

，于是根据 可得
）

下面证明如果 是 边可染色的，那么 也是，从而由归纳法完成证明.

令 ，以及 是 的一个正常 -边染色. 设 是 的邻边中没有被使用过的

颜色集合，则由于 ， ，同理 ，不妨设
（否则如果不是空集，将该颜色分配给 就得到 的一个 -正常边染

色）

令 ， ，则根据我们的“不妨设”可知 被 的邻边使用了，设

是 色的边，则去掉 的染色，把 染成 色，可以得到 的一个正常  -边染色，记为

（我们不妨假设 属于 中的同一个连通分支，也就是存在一条 连接到 的 -
交错路. 如果不然，则互换 所在连通分支中的颜色（这个操作不会影响正常染色，也不会影响 所

在连通分支原本的着色），这个时候把 染成 色，就得到了 的一个 正常边染色. 在下面
的证明中，我们也默认进行这样的假设）

在 中， ，由于 处至多出现 种颜色，因此还存在 使得

. 我们不妨设 在 处出现（如果不出现，对 着 色就得到 的一个正常
边染色），也就是存在 是 色边，我们去除 并把 染成 色，得到 的一

个正常 边染色 ，且

如此这样重复下去，最终必然在某一步得到 的一个正常 边染色 ，而且存在一个

使得 ，也就是 . 根据前面的已知条件可得，对每个 ，都有

（ ）.



不妨假设： 属于 的同一个连通分支（记该连通分支为 ），否则将 所在

的那个连通分支的颜色互换（这个操作不会影响正常染色），然后把 染成 色，此时因为

，将 染成 色，以此类推下去， 染成 色， ， 染
成 色，这样就得到了 的一个 -正常染色.

因为 ， ，所以 就是一条走过 的 的两种颜色的交错路. 因
为 ，所以 ，所以 所在 的连通分支不是 . 将 所在连通
分支的两种颜色互换，得到 的新的 边染色，记为 ，这时候可以对 着色 ，得到

的一个正常 边染色.

【例题】





【例题】

【remark】根据Vising定理可以看出，简单图边染色数情况只有两种： 和 ，前者称

为第一类的，后者称为第二类的. 我们已经看到二部图都是第一类的. 但是，如果不限定图类，一般而言
确定一个图的边染色是第一类还是第二类是一个NP-hard问题，没有好的算法.

【命题】若 ，则  一定属于第二类的.

【命题】 （ 为奇数）， （ 为偶数）

【定义】顶点染色、正常顶点染色（指的是有边相邻的顶点颜色相同）

【命题】顶点染色给出顶点集的分划 ，则每个  点导出子图为空图

【证明】显然

【例】 点色数为 ， 个点的树 的点色数为 （树是二部图）

点色数为 ， 点色数为

点色数 （同一部用同一种颜色）

【命题】简单图的 ，当且仅当其为二部图.

【证明】显然

【定理】 是任意图，我们有

【证明】用数学归纳法. 设 ，当然当 时 ，定理成立. 假设定理对顶点个数
时成立，设 是任何一个顶点，则根据归纳假设可知

. 设 有一个 -正常的点染色 ，因为与 邻接的

顶点至多有 个，所以一定存在一种颜色没有被使用，对 染这个颜色，就得到 的一个正常 -点
染色，根据归纳法可知成立.



【推论】如果 不是 正则的，则

【证明】同上述证明过程，只不过选取一个度数不等于 的点去掉，然后把归纳假设中的 改成 . 
这样一来，在 中取一个 点染色，因为与 邻接的点至多有 个，从而一定有一种颜色没有被

使用，对 着该色再用数学归纳法即可.

【定理(Brooks)】设连通图 不是完全图或奇圈，则

【证明】只需要对 -正则图 )说明 即可. 不妨设 是 连通图.

①如果 有顶点割 ， 是 的一个分支，则令 ，

如果边 ，可以设 （否则用 中一个点代替即可），类似地，设

.

令

则每个 都非正则图，所以 . 所以 有 -正常染色，是的 染色不同，设 是 色点

，则由 的正常 -点染色可以得到 的正常  -点染色.

②如果 没有 -顶点割，换句话说，是 -连通的，因为 不是完全图，所以存在点 ，使得

， ，但是 . 

因 连通，可把 中点排列成 ，使得对任何 ， 都和前面的

中至少一个点相连.

用 种颜色给 中的点染色. 首先用某种颜色染 和 ，令 ，则 不是正

则图，有正常 染色，一般地，对 有正常 染色，而且对 ，

，所以可以得到 的正常 染色.

【定理 (Mycielski)】对任何 的整数，存在不包含三角形的 -(vertex)chromatic图

【定理 (Dirac)】任何满足 的图都包含 的细分图.

【证明】设 是反例图中点最少的，则 （否则 ，则包含了 作为子图）

设 为 的最小点割集，且 的分支为 . 记 ，则 不包含 的细

分图，根据 点最少的取法，每个 必是 -可着色的，取 -着色 .

如果 是完全图，则调换颜色使得 中点在每个 中染色相同，拼起来就得到 的 -正常着色，矛盾

如果 ，则设存在一个 使得其任何一个 -着色都有 （其中 ）（否则

在 中加入边 就回到 是完全图的情形），所以 的色数至少是 ，根据最小性可知

包含一个 的细分图 . 如果 没有用到 ，则 也是 中的 细分图，矛盾. 如果 用到
了，则另取一个 ，根据连通性可知存在一个 路，用 路替换掉 就又得到 中的 细分图，

矛盾.

由此可知 ，于是 是 -连通图，任取 ，则 是 -连通的，因此可以任取一个圈
，根据Menger定理可知 中存在 扇，于是得到 一个细分图，矛盾.

【定义】平面图的平面染色.

【定理 (Tait)】 -连通的立方图是 -面可染的当且仅当是 -边可染的.

【证明】

假设 有正常 -面染色

定义 ， ， ， 是四种颜色.



按照这样的方式分配边的染色：将一条边分隔的两个面的颜色向量相加，分配给这个边（由于没有

割边，所以 没有被用到），可以验证这是一个正常 -边染色.

另一方面，令 ， ，则 是 正则子图

（圈），所以是 -面可染的

考虑 ， 的 -面染色，用 ， 两种颜色，则可以得到 的一个 -面染色（用以上
），方式如下：

给每个面 的颜色是 和 中对应颜色组成的二元组，可以验证这是一个正常 -
面染色.

【推论】 -连通三角剖分图（极大平面图）是 -可染的.

【定理】任何平面图都是 -点可着色的（从而任何平面图都是 -面可着色的）

【证明】设 是平面图，对 归纳. 不用证明.

假设 成立. 当 的，因为 是平面图， ，存在 ，使得 . 由归纳假设
是 -顶点可着色，取其一个着色 ，如果 ，则可以对 用已有的这些颜色着色，就得到

的一个正常 -点染色.

如果 ，设与 邻接的点是 ，不妨设 ，其中 表示颜色，用 表示导出子图
.

①如果存在 ， ，使 与 属于 的两个不同连通分支，则在 所在分支中交换颜色 和 ，得到一个

新的 着色，这时候空出一个新的颜色分配给 ，得到 的一个正常 -点染色；

②如果不存在，则任何 和 都属于 的同一个连通分支，记 是 中 到 的 交错路，不妨设

在平面上按照逆时针排列， 考虑 和 ，将 记为 ，则 分隔了 和

，也就是 ， ，根据Jordan曲线定理可知 和 相交，因为是平面图，所以交点

为顶点，而 和  的颜色都不相同，矛盾.

【猜想】任何平面图都是 -点可着色的（从而任何平面图都是 -面可着色的）

【定理】任何平面图都是 -点可着色的（从而任何平面图都是 -面可着色的）

【定理】如果平面图  有Hamilton圈, 则四色猜想成立.

【证明】在Hamilton圈内面，由于 包含了 的所有顶点，因此不会出现三个面互相邻接，因此 的
内、外面都可以用两种颜色正常染色.

【定理】连通平面图 的面可 -着色当且仅当  中存在Euler回路。

【证明】

如果 有Euler回路，则每个顶点的度都是偶数，所以 的每个面边界数都是偶数，所以 的所有

圈都是偶圈，所以 是二部图，所以其点色数为 ，从而 的面色数为

如果 是 -面可着色的，则 是 -点可着色的，所以 是二部图，所以 的所有圈都是偶圈，因

此 的每个顶点度都是偶数. 因为是连通平面图，所以 ，从而 的每个顶点的度都是偶

数，从而 有Euler回路.


	离散数学方法—染色

