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【定理（Mantel）】 是没有三角形的 阶图，则

【证明】我们证明，如果 ，则一定有三角形.

不需要证明，下面用数学归纳法，假设对于所有 结论都是成立的，则

对 ，取 ， 是导出子图 ，则， 有 个顶点. 

如果 的边数 ，则根据归纳假设， 有三角形.

如果 的边数 ，则

因为 中只有 个顶点，所以，至少有一个 中顶点使得它既和 有边相连，又和 有边相连，此时再加

上边 ，就得到一个 中的三角形.

【定理（Túran）】如果 是不含有 的 阶图，则：

【定理】记 是 的最短圈的长度， ， （也就是不含有 ），则

【回忆】第一周作业题

（这相当于计算度和时，将 计算了 次，所以等于度的平方和）

【证明】

任选 ，设 ，其中 . 再设 .

则 对 ，否则 有正方形；而且 ，否则 有三角形.

有了以上的集合不相交关系，我们有：

对 求和可得

也就是说
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【例题】 是不含有 的简单图，则 .

【证明】根据握手定理可得

因为不含有 ，所以对任何 都有 ，否则，如果存在 使得 ，则取出与 有边
相连的那三个点 ，则 是 ，所以：

【例题】设 是不包含任何一棵具有 条边的树的 阶简单图，证明

【证明】对顶点数 归纳. 不用证明 ，下面假设对所有的 结论都是成立的，设 是一个 阶图而

且不包含具有 条边的树，于是：

，否则存在一个顶点度数大于 ，于是这个点与 个不同的点有边相连，于是 包含

作为子图，矛盾.

取 使得 ，则 ，考虑 ，则 ，根据归纳假

设：

【例题】设 是不含有 的 阶简单连通图，则 .

【证明】

只需要对 也就是 证明. 因为 对任何简单图都成立.

对顶点数 归纳， 不用证明，假设对 命题都成立，下面设 .

断言： 中存在度不超过 的点，设该点为 ，则 是不包含 的 阶简单连通
图，根据归纳假设

因此下面只需要证明 中存在度不超过 的点即可.

用反证法，假设不成立，也就是 ，设 中最长的路为 ，根据不含有 可

知 .

如果 ，则 存在子图 ，由于 是连通图，所以必然存在 ，以及

， ，否则 的点将会是 的一个连通分支（由于 中顶点不和 中其他顶点相

连），因此 ，但是这又和 矛盾. 考虑路 . 这是一条长度
是 的路，与 是最长路矛盾.

如果 ，设 ， ，

注意 以及 都只能和 中的点相连（否则能找到比 更长的路），由此可知

， ，所以：

另一方面

所以：



也就是存在 （显然 ），使得 ，也就是

，而且 ，从 出发，考虑 ，则这是一个长

为 的圈，也就是 存在子图 ，根据 是连通图，由之前的论断可知可以找到 中长度为 ​
的路，又与最长路的选取矛盾.
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