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1 引言

1.1 模型

本实验求解的模型是一个开边界条件（OBC）下的 1D Ising Cluster 自旋模型。该模型的哈

密顿量为：

H = −
∑
j

(Zj−1YjZj+1 + ZjZj+1 +Xj), (1)

这里 X =

0 1

1 0

，Y =

0 −i

i 0

，Z =

1 0

0 −1

是 Pauli算子。对于 3体项，(j−1, j, j+

1) ∈ {(0, 1, 2), (1, 2, 3), · · · , (N−2, N−1, N)}；对于 2体项，(j, j+1) =∈ {(0, 1), (1, 2), · · · , (N−

1, N)}；对于单体项，j ∈ {0, · · · , N}.

在本次实验中，我们将采用变分矩阵乘积态算法（variational matrix product state, vMPS）

进行计算，并将计算结果与精确对角化结果进行对比。
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1.2 vMPS 方法概述

对于具有开放边界条件（OBC）的体系来说，其关于可观测量 O（例如哈密顿量 H）期望

值（例如能量）

⟨O⟩ = ⟨ψ|O|ψ⟩
⟨ψ|ψ⟩

, (2)

该表达式可以用以下张量网络图描述。这里哈密顿量写成开边界的 MPO 形式（两侧的张

量为 L 和 R，在第二部分会加以说明）：

图 1: 期望值计算的张量网络图

如果我们考虑的是具有正则形式的 MPS，那么根据每个局域张量的等距性质（如 U †U = Id

以及 V V † = Id）可知，上式中的分母必然为 1，如2所示的张量缩并图所示。

图 2: 正则 MPS 的 ⟨ψ|ψ⟩ = 1

所以，正则 MPS 的能量期望值就是 E = ⟨ψ|H|ψ⟩。要求解体系的基态，实际上可以转化为

以下的优化问题:

E = min
∥|ψMPS⟩∥=1

⟨ψ|H|ψ⟩ , |ψ⟩ = argmin∥|ψMPS⟩∥=1 ⟨ψ|H|ψ⟩ . (3)

由此，我们可以随机地初始化一个 MPS，然后变分地对 MPS 进行优化，使得 E[|ψ⟩] =

⟨ψ|H|ψ⟩ 收敛到最小值，这一求解基态的过程就称为 vMPS。在本次实验中，我们主要考虑的是

两种优化方式，其中一种是每次只优化一个位点上的张量，另一种则是每次同时优化相邻两个位

点的张量。

我们首先回顾如何将一个任意的 MPS 化为正则形式。在 MPS 的正则形式中，有一个张量

是所谓的 “中心张量”（也称为混合张量，记号为 Tmix），该张量左侧的张量是左正则的，右侧

的张量是右正则的。我们从左侧出发，对每个张量 Ti 的矩阵化（即暂时将局部张量的左虚拟指
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标和物理指标看成同一个指标，右虚拟指标看成另一个指标，此时该张量变成了一个具有 2 个

指标的 2-order-tensor，也就是矩阵）进行 QR 分解（其中 Q 是酉矩阵，R 是上三角矩阵，如

图3左上侧所示），然后将酉矩阵重新重组为 3 阶张量的形式，作为新的局域张量（此时它自然

变成是左正则的），另一个二阶张量 R 则与右侧的张量 Ti+1 在左虚拟指标上缩并，变成一个新

的 3 阶局域张量，由此重复该过程，直到把中心张量左侧的所有张量都化成左正则形式。与之

完全对称地，我们可以从右侧出发重复同样的过程，只不过这次考虑的是 LQ 分解（Q 是酉矩

阵，L 是下三角矩阵，如图3右上侧所示），相应地把中心张量右侧的所有张量转化为右正则形

式。我们将以上正则化过程用图3表示。

图 3: 正则化的张量网络图表示

其次，我们讨论随后的变分优化过程。对于每次优化一个位点的算法（1-site-varMPS），我

们首先以待优化位点为中心张量，将 MPS 转化为正则形式，随后，求解将其他位点的张量固定

不变的条件下的最优化问题3，事实上这等价于求解一个特征值问题:

Heffx = Ex, (4)

这里 Heff 为 “有效哈密顿量” 或称为 “环境哈密顿量”，它是将求解期望值 ⟨ψ|H|ψ⟩ 所用到的张

量缩并图，去掉两个中心张量所剩余的 “环境部分”，它是一个 6 阶张量，相应地，两个 Tmix 都

是 3 阶张量. 我们将两个 Tmix 的指标合并，看成两个向量 x 和 x†，此时环境部分相应地变成矩

阵 Heff. 事实上，我们就是求解以下的优化问题：

min
x

x†Heffx, xopt = argminxx†Heffx. (5)

用张量网络图表示如图4所示。

在实际算法中，我们从左到右依次优化每个位点，再从右往左依次优化每个位点。每一次从

左到右再从右回到左的过程通常称为一次 “扫描”，如图5和6所示，其中绿色张量表示是左正则

的，黄色张量表示是右正则的，灰色张量表示是待优化的中心（混合）张量。
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图 4: 单位点 MPS 变分优化

图 5: 从左到右扫描 图 6: 从右到左扫描

除了单位点优化之外，还有 2-site-varMPS。与 1-site-varMPS 不同的是，2-site-varMPS 单

次同时优化两个位点。相应地，这里的有效哈密顿量是一个 8 阶张量，待优化的 Tmix 则是一个

具有 2 个虚拟指标和 2 个物理指标的 4 阶张量。同样，讲 Tmix 变形为一个向量（1 阶张量）后，

Heffect 相应地变成矩阵，同样求解特征值问题4，如图7所示。

图 7: 优化两个位点的 varMPS

在 2-site 优化的扫描过程中，我们要先将 Tmix 通过奇异值分解分裂成酉矩阵 U, V † 和对角

矩阵 S 的乘积：

Tmix = USV †, (6)

然后，将 U 对应的 3 阶张量（注意它因此是左正则的）作为新的 Ti，将 S 与 V † 缩并成一

个新的 3 阶局域张量，作为新的 Ti+1。随后，将 Ti+1 与 Ti+2 缩并为新的 Tmix，进行下一步的

优化。注意，在这样的移动过程中，MPS 仍然保持着正则形式。从右向左扫描的情况完全对称，

只不过这时是将左奇异向量矩阵 U 和 S 缩并。这样的移动过程如图8所示。

2-site-vMPS的每一次优化过程中，相当于变分优化的参数空间相比 1-site-vMPS“更大”，所
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图 8: 2-site-varMPS 的扫描过程

以可以预期，2-site-vMPS 的收敛精度应更好。但是，由于每次优化时求解的特征值问题维数相

应地会更高，会更加耗时。

1.3 构建 MPO

对于本次实验中的 IsingCluster 模型：

H = −
∑
j

(Zj−1YjZj+1 + ZjZj+1 +Xj), (7)

我们可以用有限状态自动机（finite state automata）快速地写出其 MPO。自动机如图9所

示：

0 1

2

3I
I

−Z
Y Z

Z

−X

图 9: 有限状态自动机图

根据自动机可以快速地写出 MPO 的表达式为：

M =


Id −Z 0 −X

0 0 Y Z

0 0 0 Z

0 0 0 Id

, MPO = LTM ·M · · · · ·MR (8)

这里 L = (1, 0, · · · , 0)T，R = (0, 0, · · · , 1)T .

2 代码实现

2.1 1-site 和 2-site vMPS

我们首先随机地初始化一个 MPS，并用 LQ 分解将其化成右正则形式。我们需要指定三个

参数，Ns 指的是自旋的数量，Dp 是每个物理指标的维数，此处为费米子自旋，因此 Dp=2，Ds
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指的是虚拟指标的最大值。然后，根据第 i 个虚拟指标的维数不会超过 Di
p 和 DNs−i

p 中的较小

者，可以尽可能地节省所使用的虚拟指标维数。我们调用子程序 Sub.Mps_LQP 来完成 LQ 分解：

1 #Initialize the right-canonical mps, using LQ decomposition

2 def InitMps(Ns,Dp,Ds):

3 T = [None]*Ns

4 for i in range(Ns):

5 Dl = min(Dp**i,Dp**(Ns-i),Ds)

6 Dr = min(Dp**(i+1),Dp**(Ns-1-i),Ds)

7 T[i] = np.random.rand(Dl,Dp,Dr)

8

9 U = np.eye(np.shape(T[-1])[-1])

10 for i in range(Ns-1,0,-1):

11 U,T[i] = Sub.Mps_LQP(T[i],U)

12

13 return T

随后，我们初始化 “环境”。在该程序中用两个列表 HL 和 HR 进行存储。左、右环境张量的

示意图和缩并形式如图10所示，

图 10: 左、右环境张量

注意到，我们首先是从左到右进行扫描。在扫描过程中，我们可以通过将优化后的局域张量

向左缩并来不断地更新左环境，因此在初始化时，我们只需要定义 HL[0]，根据 MPO 的形式

可知，HL[0] 应当就是 L。而在扫描过程中，我们要用到每个 HR[0]，因此需要从最右侧开始，

逐个将右环境、局域张量 Ti 和 MPOM 进行缩并，递归地求出每个 HR[i]。代码实现如下：

1 #Initialize the right-environmental tensors by contracting the mpos and component

tensors T

2 def InitH(Mpo,T):

3 Ns = len(T)

4 Dmpo = np.shape(Mpo)[0]

5

6 HL = [None]*Ns
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7 HR = [None]*Ns

8

9 HL[0] = np.zeros((1,Dmpo,1))

10 HL[0][0,0,0] = 1.0

11 HR[-1] = np.zeros((1,Dmpo,1))

12 HR[-1][0,-1,0] = 1.0

13

14 for i in range(Ns-1,0,-1):

15 HR[i-1] = Sub.NCon([HR[i],T[i],Mpo,np.conj(T[i])

],[[1,3,5],[-1,2,1],[-2,2,3,4],[-3,4,5]])

16

17 return HL,HR

对于每个 Ti，我们可以用前一部分讲述的特征值分解方法进行优化。在示例代码中，我们

给出了直接、迭代两种可选的方法。代码实现为：

1 #Optimizting T site using eigenvalue decomposition , returning the optimal T and the

energy on this site

2 def OptTSite(Mpo,HL,HR,T,Method=0):

3 DT = np.shape(T)

4 Dl = np.prod(DT)

5

6 if Method == 0:

7 A = Sub.NCon([HL,Mpo,HR],[[-1,1,-4],[1,-5,2,-2],[-6,2,-3]])

8 A = Sub.Group(A,[[0,1,2],[3,4,5]])+0j

9 Eig,V = LAs.eigsh(A,k=1,which='SA')

10 T = np.reshape(V,DT)

11

12 if Method == 1:

13 def UpdateV(V):

14 V = np.reshape(V,DT)

15 V = Sub.NCon([HL,V,Mpo,HR],[[-1,3,1],[1,2,4],[3,2,5,-2],[4,5,-3]])

16 V = np.reshape(V,[Dl])

17 return V

18

19 V0 = np.reshape(T,[Dl])

20

21 MV = LAs.LinearOperator((Dl,Dl),matvec=UpdateV)

22 Eig,V = LAs.eigsh(MV,k=1,which='SA',v0=V0)

23 T = np.reshape(V,DT)

24 Eig = np.real(Eig)

25

26 return T,Eig
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在扫描过程中，完成一个位点的优化后，立刻通过 LQ 或 QR 分解将此位点变成左正则或

者右正则形式，然后将局域张量和 MPO 算符分别收敛到左（或右）环境张量中，完成环境张量

的更新。代码实现如下：

1 #sweep back and forth to successively optimize each T until the energy convergence

is reached

2 def OptT(Mpo,HL,HR,T):

3 Ns = len(T)

4 Eng0 = np.zeros(Ns)

5 Eng1 = np.zeros(Ns)

6

7 for r in range(100):

8

9 for i in range(Ns-1):

10 T[i],Eng1[i] = OptTSite(Mpo,HL[i],HR[i],T[i],Method=1)

11 #print(i,Eng1[i])

12 T[i],U = Sub.Mps_QR0P(T[i])

13

14 #updating HL[i+1] using HL[i] and the optimized T[i]

15 HL[i+1] = Sub.NCon([HL[i],np.conj(T[i]),Mpo,T[i

]],[[1,3,5],[1,2,-1],[3,4,-2,2],[5,4,-3]])

16

17 #-U-T[i+1]- --> -T[i+1]- (new)

18 T[i+1] = np.tensordot(U,T[i+1],(1,0))

19

20 for i in range(Ns-1,0,-1):

21 T[i],Eng1[i] = OptTSite(Mpo,HL[i],HR[i],T[i],Method=1)

22 #print(i,Eng1[i])

23 U,T[i] = Sub.Mps_LQ0P(T[i])

24

25 #updating HR[i-1] using HR[i] and the optimized T[i]

26 HR[i-1] = Sub.NCon([HR[i],T[i],Mpo,np.conj(T[i])

],[[1,3,5],[-1,2,1],[-2,2,3,4],[-3,4,5]])

27

28 #-T[i-1]-U- --> -T[i-1]- (new)

29 T[i-1] = np.tensordot(T[i-1],U,(2,0))

30

31 if abs(Eng1[1]-Eng0[1]) < 1.0e-7:

32 break

33 Eng0 = copy.copy(Eng1)

34

35 # print the output energy (per-site & average)

36 print("(1) Energy per Site:{}".format(Eng1/float(Ns)))
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37 print("(1) Energy average:{}".format(np.mean(Eng1/float(Ns))))

38 return T

对于 2位点的优化来说，我们分别定义两个函数 OpT2SiteL()和 OpT2SiteR()，分别用于

从左到右的扫描和从右到左的扫描中。在从左到右的扫描中，我们对 T1 和 T2 两个张量缩并得

到的两位点 Tmix 进行 SVD 分解后，将 U 对应的张量作为新的 T1，将 SV † 对应的张量作为新

的 T2，对于从右到左的扫描则恰好对称。下面给出 OpT2SiteL() 的代码，OpT2SiteR() 在此

文档中略去。

1 #optimize each 2-site from left to right

2 def OptT2SiteL(Mpo, HL, HR, T1, T2):

3 DT1 = np.shape(T1)

4 DT2 = np.shape(T2)

5

6 # -T1-T2- -> -T1T2-

7 # | | ||

8 Contract12 = Sub.NCon([T1,T2],[[-1,-2,1],[1,-3,-4]])

9

10 # get the shape of -T1T2-

11 # ||

12 D = np.shape(Contract12)

13

14 # get the effective Hamiltonian by contracting environmental tensors and the

mpos

15 A = Sub.NCon([HL,Mpo,Mpo,HR],[[-1,1,-5],[1,-6,2,-2],[2,-7,3,-3],[-8,3,-4]])

16 A = Sub.Group(A, [[0,1,2,3],[4,5,6,7]])

17

18 # apply eigenvalue decomposition to A and reshape V to - V -

19 # ||

20 Eig,V = LAs.eigsh(A, k=1, which='SA')

21 V = np.reshape(V, D)

22

23 # reshape V to a matrix and apply SVD

24 V = Sub.Group(V, [[0,1],[2,3]])

25 UL, Sing, VR = LA.svd(V,full_matrices=False)

26

27 # left singular vector matrix as new T1, then contract schmidt matrix and

right singular vector matrix as new T2

28 # = V = --> = U - S - V = --> -U-S-V- --> -[U-S]-V- --> -T1-T2- (new)

29 # | | | | | |

30

31 #truncate bond dimension

32 max_vdim = min(Sing.shape[0],Ds)
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33 Sing_trunc = np.diag(Sing[:max_vdim])

34 UL = UL[:,:max_vdim].reshape(V.shape[0],max_vdim)

35 VR = VR[:max_vdim ,:].reshape(max_vdim,V.shape[1])

36 T1 = np.reshape(UL, DT1[:2]+(int(np.prod(UL.shape)/np.prod(DT1[:2])),))

37 T2 = np.reshape(Sing_trunc @ VR, (int(np.prod((Sing_trunc @ VR).shape)/np.

prod(DT2[1:])),)+DT2[1:])

38

39 return T1, T2, Eig

在扫描过程中，我们每次利用 HL[i] 和 HR[i+1] 更新 T[i] 和 T[i+1] 两个张量，需要注

意的是，我们（以从左到右为例）每次只需要更新 HL[i+1] 用于下一步的计算，而并不需要更

新 HL[i+2]（在下一步计算中并不会用到），从右到左扫描的情况类似。代码实现如下：

1 #sweep back and forth to successively optimize each T until the energy convergence

is reached

2 def OptT2(Mpo, HL, HR, T):

3 Ns = len(T)

4 Eng0 = np.zeros(Ns)

5 Eng1 = np.zeros(Ns)

6

7 for r in range(100):

8 for i in range(0,Ns-1):

9 T[i],T[i+1],Eig = OptT2SiteL(Mpo,HL[i],HR[i+1],T[i],T[i+1])

10 Eng1[i] = Eig

11

12 #update HL[i+1] using HL[i] and T[i]. Notice that there is no need to

update HL[i+2]

13 HL[i+1] = Sub.NCon([HL[i],np.conj(T[i]),Mpo,T[i

]],[[1,3,5],[1,2,-1],[3,4,-2,2],[5,4,-3]])

14

15 for i in range(Ns-2,-1,-1):

16 T[i],T[i+1],Eig = OptT2SiteR(Mpo,HL[i],HR[i+1],T[i],T[i+1])

17 Eng1[i+1] = Eig

18

19 #update HR[i] using HR[i+1] and T[i+1]. Notice that there is no need to

update HR[i-1]

20 HR[i] = Sub.NCon([HR[i+1],T[i+1],Mpo,np.conj(T[i+1])

],[[1,3,5],[-1,2,1],[-2,2,3,4],[-3,4,5]])

21

22 #print(Eng1)

23 if abs(Eng1[1]-Eng0[1]) < 1.0e-7:

24 break

25 Eng0 = copy.copy(Eng1)
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26

27 # print the output energy (per-site & average)

28 print("(1) Energy per Site:{}".format(Eng1/float(Ns)))

29 print("(1) Energy average:{}".format(np.mean(Eng1/float(Ns))))

30 return T

最后我们给出基于 MPS的磁化计算的代码。以 Z 磁化为例，实际上就是计算 ⟨ψ|Zi|ψ⟩。回

忆前面叙述的可观测量的期望值计算的张量缩并图。在这里，可观测量的算子都只涉及其中一

个自旋位点。因此，可以预见，使用正则形式的 MPS 可以大大减小计算量。具体来说，如11所

示，如果要计算 ⟨ψ|Z3|ψ⟩，我们可以先以 3 位点为中心张量将 MPS 化成正则形式，则最终实

际上只需要计算 T†(Id ⊗ Z3 ⊗ Id)T，其中 T 指的是 Tmix 的向量化，这样计算量就大大减小。

图 11: 磁化的计算

因此，我们的思路是定义函数 Get_magnet，接受 MPST 和要求解的单体算符 op 作为参

数。随后，我们将 MPS 初始化成右正则形式，然后逐个位点计算图11所示的缩并，并通过 LQ

分解更新局域张量 T[i] 和环境张量 HL[i+1]，使其变成以下一个待计算位点为中心的正则形

式。扫描完成后，我们就得到每个点的磁化。代码实现如下：

1 def Get_magnet(T,op):

2 Ns = len(T)

3

4 # create an empty list to record the <O> on each site

5 per_site = []

6 S = copy.copy(T)

7

8 # use LQ decomposition to get the right-canonical form of T

9 U = np.eye(np.shape(S[-1])[-1])

10 for i in range(Ns-1,0,-1):

11 U,S[i] = Sub.Mps_LQP(S[i],U)

12 HL[0] = np.eye(1)

13 HR[-1] = np.eye(1)

14 for i in range(Ns-1,0,-1):

15 HR[i-1] = Sub.NCon([HR[i],S[i],np.conj(S[i])],[[1,2],[-1,3,1],[-2,3,2]])

16

17 #sweep from left to right to calulate <O> on each site, use QR decomposition to keep

the left-environment of T left-canonical ,
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18 #the right-enviroment of T right-canonical

19 for i in range(Ns):

20 magnet = Sub.NCon([S[i],op,np.conj(S[i])],[[1,2,4],[2,3],[1,3,4]])

21 per_site.append(magnet.item())

22 if i < Ns-1:

23 S[i],U = Sub.Mps_QR0P(S[i])

24 HL[i+1] = Sub.NCon([HL[i],np.conj(S[i]),S[i]],[[1,2],[1,3,-1],[2,3,-2]])

25 S[i+1] = np.tensordot(U,S[i+1],(1,0))

26 else:

27 continue

28

29 return per_site

2.2 精确对角化

对于精确对角化，其代码实现相对比较直接。与上次作业相同，我们定义多体算子函数，在

特定位点放置单自旋算子，其他位点放置单位算子，返回这些算符的张量积，就得到一个多体算

子。

1 #define many_body_operator

2 def many_body_operator(idx, oprts, size = Ns):

3 "Tensor product of `orts` acting on indexes `idx`. Fills rest with Id."

4 matrices = [eye if k not in idx else oprts[idx.index(k)] for k in range(size)]

5 prod = matrices[0]

6 for k in range(1, size):

7 prod = np.kron(prod, matrices[k])

8 return prod

对多体算符求和即可得到哈密顿量，对角化可得基态能量和对应的特征向量：

1 Hamil = np.zeros([2**Ns,2**Ns])+0j

2 for t in range(Ns - 2):

3 Hamil += -1*many_body_operator([t, t+1, t+2], [pZ,pY,pZ])

4 for b in range(Ns - 1):

5 Hamil += -1*many_body_operator([b, b+1], [pZ,pZ])

6 for s in range(Ns):

7 Hamil += -1*many_body_operator([s], [pX])

8

9 # Diagonalize the Hamiltonian

10 evals, evecs = np.linalg.eigh(Hamil)

11

12 # Find the lowest eigenvalue

13 lowest_evals = np.sort(evals)[:1][0]/Ns
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14

15 gs_vec = evecs[:,np.argsort(evals)[0]]

16

17 print("(1) Energy per Site:{}".format(lowest_evals))

对特征向量计算 ⟨ψ|O|ψ⟩ 即可得到磁化（O 可以用前面定义过的多体算符函数来生成）：

1 magnet_x_list = []

2 for i in range(Ns):

3 magnet_op = many_body_operator([i],[pX])

4 eval_magnet = np.conjugate(gs_vec) @ magnet_op @ gs_vec

5 magnet_x_list.append(eval_magnet)

6 print("(2) Sigma_X per Site:{}".format(magnet_x_list))

7 print("(2) Sigma_X average:{}".format(np.mean(magnet_x_list)))

8

9 magnet_z_list = []

10 for i in range(Ns):

11 magnet_op = many_body_operator([i],[pZ])

12 eval_magnet = np.conjugate(gs_vec) @ magnet_op @ gs_vec

13 magnet_z_list.append(eval_magnet)

14 print("(3) Sigma_Z per Site:{}".format(magnet_z_list))

15 print("(3) Sigma_Z average:{}".format(np.mean(magnet_z_list)))

2.3 结果

我们对 Ns = 10，Ds ∈ {4, 6} 运行程序，输出结果如图12和13。

图 12: Ds = 4 结果
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图 13: Ds = 6 结果

可以观察到：

• 对于 1-site 算法，当 Ds = 4 时，其基态能量计算值在小数点后第 4 位相比精确对角化就

出现了误差；Ds = 6 时改善极少，仍然只有 5 位有效数字。而对于 2-site 算法，虽然相

比 1-site 有一定改善（扩大了变分参数优化空间）。同时可以注意到，不论是 Ds = 4 还

是 Ds = 6，其能量、磁化计算都出现了不同程度上的左右不对称的现象（尤其是 2-site 算

法），这说明体系的收敛精度并不好。

为了改善结果，我们尝试使用 Ds = 20 将变分的参数优化空间进一步增大，如图14，这一

次，1-site 和 2-site 都有了 13 位以上有效数字。由此可知增大虚拟键维数以及是增加收敛

精度的的有效方式；

• 在耗时上，我们能够明显看出精确对角化对于 Ns = 10的体系，其计算速度远比基于 vMPS

的 DMRG 慢。而对于 1-site 和 2-site，则是 2-site 略微慢于 1-site，这与我们的预期也是

相符的。总之，我们从这个简单实例就可以看出，基于 vMPS 的 DMRG 算法已经显示出

了相比精确对角化的优势，因此可以推知它应是一种很适合处理大规模（或强关联的）量

子多体物理问题的数值方法。
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图 14: Ds = 20 结果
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