
数值线性代数：求解线性方程组  

矩阵的三角分解

LU分解：若 的前 顺序主子式不等于 ，则存在唯一的 是单位下三角阵， 是上三角阵，使得

【证明】存在性由Gauss消元法过程给出，唯一性用数学归纳法计算：

推论：相同的条件，存在唯一的单位上（下）三角阵 （ ），对角矩阵 ，使得

PLU分解：若 ，则存在排列阵 、单位下三角 和上三角 ，使得

Cholesky分解：若 对称正定，则存在对角元为正的下三角阵 使得

【证明】正定 所有顺序主子式都是正数，特别地都不得零，因此有LDLT分解，再结合正定可知 的对角线都是正数，所

以 ，其中 的对角线元素就是 的对角线元素，为正数

【例题】

设 ， ，要想 正定，则 的取值范围是？此时做Cholesky分解 ，计算 .

【解答】 的特征多项式为 ，若要两根都为正，则 ，且

. 其中解第一个不等式可得 ，第二个不等式自动满足（也可以用性质：实对称矩阵 是

正定的，当且仅当 的每个顺序主子式都大于零）. 因此所求 的范围是 .

对于Cholesky分解，首先根据Gauss消元法可得矩阵分解：

所以

LDLT分解：设 是对称阵，且前 顺序主子式不得零，则 可以唯一分解为 ，其中 是单位下三角阵，

是对角阵

【证明】对 做LDU分解 ，根据对称可知 ，得证。

矩阵的条件数

直接求解线性方程组的先验误差估计：

设 ， ， ，则有：

【证明】根据题给条件可知 ，根据 可知 是可逆矩
阵，所以：

所以：

再根据 可得

条件数

性质：

对于任何范数， （显然）

对于 -范数， （对于酉矩阵）； ；

【证明】
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(a) 断言：设 为 阶正交阵， ，则 .

【事实上，

; 

（这里用到正交矩阵不改

变向量的 -范数）】

所以：

（这里用到 是正交矩阵  也是正交矩阵）

(b) 

断言：对所有 实矩阵 ， ，从而 .

【按定义， .】

断言：对所有 实矩阵 ， ， .

【按定义， ，即

. 用 替换 可得  由 和 的特征多项式完全相同，以及二范数的

定义可知 ，即 】

我们计算 ：

对于 范数， （最大奇异值和最小奇异值之比）

【证明】注意到 即可
后验误差估计

设  为  的一个近似解.  称为 “残差”. 有

吉洪诺夫正则化方法

根据奇异值分解 ，我们有分解式：

【证明】注意到 ； ，以及 （由于标准正

交）即可

广义逆：

正则化方法：

（相当于求解 ， ）

线性方程组的迭代求解——线性格式

【命题】 是 阶复方阵，则以下等价：

； ；存在一种范数使得 .

【证明】①->②：取特征向量即得 ，因此 的所有特征值模都小于 ；

②->③：回忆一个事实：对任何 ，存在一种范数 使得 ，由此立刻得

③->①：根据算子范数的性质 立刻得

【定理】

【证明】对整数 做除法公式 ，利用凸性证明

简单迭代格式



记号： ，构造类似于 的形式

Jacobi：

G-S: 

SOR: 
简单迭代格式的收敛性

若 严格对角占优或者不可约弱对角占优，则Jacobi和G-S收敛

【证明】这里只对严格对角占优证明，不可约弱对角占优略去：

只需验证 满足收敛性条件

，根据对角占优可知

，取特征向量 ，假设特征值 ，则根据对角占优可知 也是严格对角

占优，所以：

这和 是特征值矛盾，所以

设 对称正定，则Jacobi收敛当且仅当 也正定

【证明】根据正定可知对角线均为正，也就是 的元素都是正数，所以

正定，说明 也正定（合同变换），所以其特征值落在 ，因此

的特征值落在 ，其谱半径 ，所以 的谱半径

（相似变换不改变谱）

1）设 Hermite正定， ，则SOR方法收敛. 特别地，只要 Hermite正定，则G-S收敛（ 的情形）

2）设 对角非零，则SOR收敛  

【对角非零且正定：则 SOR收敛  】

【证明】

1）设 是 的特征值， 为特征向量，则有：

注意到有如下分解：

于是：

注意到 是Hermite反对称矩阵，所以 是纯虚数，而 Hermite正定  为正实数且 的对角

线大于 （于是 也是正实数），所以：

因为：

所以 ，于是 ，这里 .

2）设 是 的特征值，则：

此因 和 分别是严格上三角和严格下三角以及 对角非零.

所以：



于是有 .
最速下降法和共轭梯度法

Setting： 是实对称矩阵，求解

原理： 的真解 极小化泛函

最速下降法：沿着残差方向下降

一维搜索的最小值

可以证明：

共轭梯度法：不选择 ，而是选择：

其中 的选取使得 和 是 -共轭的，也就是：

然后对新的 同样找一维搜索的最优参数 

Galerkin原理，Arnoldi算法和GMRES算法

试验函数空间 ；测试函数空间

要求解 （ 未必是对称正定矩阵），为此令 是任一向量，求解残差方程：

其中

如果能较好地求解出 ，则 就是真解的一个很好的近似

Galerkin原理：在子空间 中找向量 ，使得残差 和测试函数空间 中所有向量都是正交的，也就是：

因为 ，所以不妨设 ，其中 ，于是有：

再定义 ，则有：

这就是 的一个近似解

Arnoldi算法： （Krylov子空间）

Arnoldi过程：生成 的标准正交基 的过程

取 ，我们希望扩充成 的标准正交向量组，设它们放在一起构成列正交矩阵

我们假定 是上Hessenberg矩阵 ，逐列计算：

做内积可得：

然后，写出第二列 ，继续计算下去. 可以证明，这样产生的正交序列 就是

的标准正交基. 可以用矩阵记号写出Arnoldi过程的通式：



恶性中断现象：根据Galerkin原理求解残差方程时：

这里 ， ， ，所以近似解就是

但是并不能保证 非奇异，如果 是奇异矩阵，则称Arnoldi算法发生了恶性中断，需要更换 重新求解

GMRES方法（广义极小化残差方法）： （仍是Krylov子空间），而测试函数空间换成

【定理】设 是可逆矩阵，设 是 的标准正交基， 是 的标准正交基，则

按照GMRES方法求解残差方程不会发生恶性中断，也就是 是非奇异矩阵.

【证明】写 ，其中 ， ，所以存在可逆矩阵 ，使得

，所以 ，此时根据Galerkin原理：

根据 可逆， 列正交可知 对称正定，因而可逆，而 也可逆，所以 可逆.

【定理】按照GMRES方法计算出来的近似解 在 中极小化泛函 ，也就是：

反过来，如果 成立，那么 一定是GMRES方法计算出来的解.

【证明】

任取 ，都有

因为 ，所以 ，所以：

所以，

假设 极小化残差泛函，只要证明：任取 ，都有 即可.

考虑二次函数

展开得：

根据假设条件， ，对任何 成立. 由此可知 的极小值点是 ，根据二次函数性质可

得：

这恰好就是Galerkin原理，证明完毕.

【定理】在 中极小化 等价于在 中极小化 ，其中

【证明】对于 ，根据Arnoldi过程可知其标准正交基 满足矩阵方程

根据Galerkin原理， ，所以：

其中，最后一个等号是因为 是列正交矩阵，因而是等距矩阵.



数值线性代数：特征值问题  

特征值的估计：盖氏圆盘定理

是 复方阵，其盖氏圆盘为：

特征值的估计：

每个特征值必然在某个盖氏圆盘中

如果 个盖氏圆盘组成一个连通集 ，且 和其他 个圆盘互不相交，则 中恰好有 的 个特征值

特征值的估计：Rayleigh商

变分法：min-max原理

 hermite，有 个实特征值 ， 个标准正交的特征向量 ，则有：

【证明】对于最后一条，我们只需要取 的o.n.基 ，并取其中的一个向量 ，解方程组

，也就是：

注意这一共有 个方程，但是有 个系数，因此必然存在一组 使得 对 成

立，也就是此时 ，所以此时 ，于是：

另一方面，取 可得 ，这就证明了结论.

幂法、反幂法

幂法：求最大特征值

取 ， ， ，其中 是 的最大模元素（保证 一直成立，防止浮点运算溢

出）

判断 决定是否停止迭代，此时 ，

反幂法：求最小特征值

取 ， ；求解 得到 ，然后 ，其中 是 最大模元素

借助Rayleigh商加速的幂法：求Hermite矩阵最大特征值

和幂法流程相同，不过每一次判断 决定是否停止迭代，其中

借助Rayleigh商加速的反幂法：如果已经有了 是 的好的近似，则：

，求解 得到 ，归一化得到

可以验证, 借助Rayleigh商的反幂法至少二次收敛. 如果  为 Hermite 阵可达三阶收敛.

Jacobi法

经典Jacobi法：每一次迭代时扫描出最大非对角元素

依照以下规则确定角度 ：

如果 如果

然后做变换 ，其中 是Givens矩阵，其形状为：
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其中 ，

Jacobi 过关法：扫描时选定一个阈值 ，其中 指的是 最大非对角元的模，只要遇到 就构造
，做相似变换 ，随后更新 ，继续迭代

【例题】证明实矩阵 （其中 ）经过一次Givens变换就可以求出所有特征值.

【证明】显然我们需要做的Givens变换为 ，计算得：

其中

如果 ，选择 即可得 ，于是变换后变为对角矩阵

如果 ，选择 使得 ，此时：

变换后为对角矩阵
QR法

【命题】如果 是上Hessenberg矩阵，则此性质在 QR 算法中保持不变, 即所有  均为上 Hessenberg 阵.

【证明】我们逐步说明：

若 ，则 ，其中 也是上三角矩阵，注意到，对于 ：

这里 指的是 的 元，第二个等号是因为当 时 ，第三个等号则是因为当 时

所以， 也是上Hessenberg矩阵

设 ，则对 有：

所以 也是上Hessenberg矩阵
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